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Analise combinatoria

A combinacdo estuda o nimero de possibilidades
de ocorréncia de um determinado acontecimento.
Vamos, agora, citar algumas afirmacoes sobre cer-
tos acontecimentos. Destas afirmacdes, observamos
que algumas sao facilmente entendidas, mas outras
nao, constituindo problemas tipicos e classicos da ana-
lise combinatéria.
* Ao jogarmos uma moeda para cima, o resultado,
quando ela cai, pode ser cara ou coroa (duas possi-
bilidades).
¢ No lancamento de um dado, podemos ter como
resultado 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 (seis possibilidades).
» Com 5 alunos, podemos formar 10 equipes dife-
rentes, cada uma com 2 membros.

Geralmente a combinatéria é utilizada na in-
dustria e na ciéncia em todos os niveis e, associada a
probabilidade e & estatistica, torna-se um instrumento
poderoso, responsavel, muitas vezes, por tomadas de
decisdes até na drea governamental.

A grande maioria dos problemas que envolvem o
calculo combinatério pode ser reduzido a alguns tipos
de problemas bésicos que consistem na determinacao

do nimero de agrupamentos que podemos formar ;

com determinados elementos.

- Ensino Médio -

Principio fundamental
da contagem

Alguns problemas que iremos resolver agora se ba-
seiam no principio fundamental da contagem.

Se um acontecimento é composto de vérias etapas
sucessivas e independentes umas das outras (m, m,
m,,...), podemos afirmar que o nimero total de possi-
bilidades é dado por:

‘ Exercicios resolvidos

I. Uma moga tem 4 saias e 8 blusas. Durante quan-
tos dias podera sair usando saia e blusa sem repetir
0 mesmo conjunto?

Abaixo as possibilidades:

Bl BI

BZ B2

/'Ba B,

5 B, S B,
1 2

BS BS

gs ‘ge

7 7

AB, \BB

==}

jeejivuiivsiesilveiiee vl
2w -
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Agora, imaginemos a mesma situacao apresentada

anteriormente, s6 que com algumas modificacoes:

2. Uma moca tem 4 saias, 3 calcas e 5 camisas. Du-
rante quantos dias podera sair sem repetir o mesmo
conjunto?

Resolucao:

Como a moga tem saias e calcas, e essas nao po-
dem ser usadas juntas, temos uma situacao em que
ela usa saia ou usa calca. Esse ou nos da uma ideia
de adicdo nos problemas de contagem, pois sao
duas situacoes diferentes. Com isso:

3.5 =15 (calca + camisa)

4.5 =20 (saia + camisa)

Total: 35

3. As placas de automdveis possuem 3 letras e 4
numeros (exemplo: ABC-1234). Supondo a existén-
cia de placas na forma AAA-0000, determine:

a) O total de carros que podem ser licenciados.

b) A quantidade de placas pares que comegam e
terminam com vogal.

Resolugdo:

a) letras nimeros
26 . 26 . 26 10 .10 . 10 . 10

Multiplicando-se as possibilidades obtemos:
26.26.26.10.10.10.10=175760 000

b) letras nimeros
5 .2 .5 10 .10 . 5

10 .
Multiplicando-se obtemos:
5.5.26.10.10.10.5=3 250000

- Exercicios

01. A diretoria de uma empresa concorrem 3 candi-
datos & presidéncia e 5 & vice-presidéncia. Quantas
chapas distintas podem ser formadas?

temitic - 7-E

02. Ao jogarmos uma moeda para cima, quantas
sao as possibilidades distintas de se obter cara na
primeira jogada ou coroa na Ultima, uma vez que a
moeda é arremessada 3 vezes?

03. Uma bandeira com 5 listras deve ser pintada
com 3 cores. Qual é a quantidade de formas di-
ferentes de pintar a bandeira, sabendo que duas
listras adjacentes nao podem ser pintadas com a
mesma cor?

04. Em um shopping center com 3 pisos, para se
deslocar de um piso ao outro as pessoas tém quatro
opcoes: 2 escadas rolantes e 2 escadas normais. De
quantas maneiras uma pessoa pode se deslocar do
1.2 ao 3.° piso? E se o shopping possuisse um ele-
vador, quantas seriam as possibilidades?

: 0 Testes

01. (Mackenzie-SP) Se uma sala tem 8 portas, entao
o numero de maneiras distintas de se entrar nela e
sair da mesma por uma porta diferente é:

a)8

b) 16

c) 40

d) 48

e) 56

02. Cinco cavalos disputam um péreo. Qual o ntimero
de resultados possiveis para os trés primeiros lugares?
a) 60

b) 30

)15

d) 10

e) n.d.a.

- Ensino Médio -



03. Uma mocga possui 5 sapatos e 6 meias. Quantas

sao as formas em que ela pode usar uma meia e

um sapato?
a) 10
b) 20
c) 30
d) 40
e) 60

04. (UFGO) No sistema de emplacamento de veiculos,
que seria implantado em 1984, as placas deveriam ser
iniciadas por 3 letras do nosso alfabeto. Caso o siste-
ma fosse implantado, o ntimero maximo possivel de
prefixos, usando-se somente vogais, seria:

a) 20

b) 60

€) 120

d) 125

e) 243

05. Quatro times de futebol disputam um torneio.

08. (UFRJ) Um construtor dispde de quatro cores
(verde, amarelo, cinza e bege) para pintar 5 casas
dispostas lado a lado. Ele deseja que cada casa seja
pintada com apenas uma cor e que duas casas con-
secutivas nao possuam a mesma cor. Por exemplo,
duas hipdteses de pintura seriam:

verde, amarelo, bege, verde, cinza,
verde, cinza, verde, bege, cinza

Determine o nimero de possibilidades diferentes
de pintura.

a) 220

b) 264

c) 284

d) 324

e) 360

- Fatorial

Sendo n um ndmero inteiro, maior que um (1),

- define-se fatorial de n, que ¢ indicado por n!, como

Quantas sao as possibilidades de classificacao para ) 4
sendo o produto de todos os ntimeros naturais de 1

0s 3 primeiros lugares?

a) 24 : até n, ou seja:
b) 6
¢ 36 n! =n.(n-1).(n-2).(n-3). ... . 3.2.1
d) 60 :
e) 120 f Sendo assim, podemos afirmar que;
o 21=2.1=2
06. (FAAP) Num hospital existem 3 portas de entra- 31=3.2.1=6
da que dao para um amplo sagudo, no qual existem 41=4.3.2 . 1=24
5 elevadores. Um visitante deve dirigir-se ao 6.° an- 51=5.4.3.2 1=120 .
dar utilizando-se de um dos elevadores. De quantas ] ST m '
maneiras diferentes pode fazé-lo? 6=6.5.4.3.2.1=720
a)g 71=7.6.5.4.3.2.1=5040
b) 5 :
c) 90
d) 30 ' ' '
ade n=n.(n-1.0-2).0M-3). .32

07. Uma bandeira é formada de 7 listras, que de-
vem ser pintadas de 3 cores diferentes. De quantas
maneiras distintas serd possivel pinta-la de modo

ﬂ Importante saber

que duas listras adjacentes nunca estejam pintadas 0l =1

da mesma cor? =1

Zi 1]22 6!=6.5.4.3.2.1=6.5.4.3.21=6.5.4.31 =..
0172 : 41=4.3.2.1=4.3.21=4 3|

d) 180 m+MNM=mh+1).n.n=1).(n=2)..

e) 192 (n+2)!=(n+2).{n+1).n.(nﬁT).(n—Z)...

- Ensino Médio -
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Cuidado! g 06. Determine o valor de x, sabendo que

6l 6 654374 (n+6) =8(n+5)!
6l o 6!_6.54.3.7
2113' 2! ZX

31.21 26!
6!=6.5.4.3.2.1=720
31.21=3.2.1.2.1=12

- Exercicios

05. Determine os fatoriais indicados abaixo: E e
é ) Testes

=360

8l
a) S

09. Simplifique a expressao
mpitia P 41+ 21

a) 60

b) 13

5 60

51 : ety

) B ; 9 13
Lo 12

60

e)n.d.a.

)

1011+ 102!

31+2 - 10.(EM.ABC-SP) Simplifique ——

a) 101.103
b) 102!
¢) 100 000
. d)1o1!
50!+ 49! ) 10403
48! ]

d)

o 12!
11. Simplifique ot
a) 1320 ’
b) 710
¢) 890
e)(n+4) =120 :)) :Gdoa
12. (PUC-SP) Se (n — 6)! = 720, entdo n é igual a:
a) 12
b) 576
c) 16
d) 4
e) 30

fl)in+5)! =1

13. (PUC-PR) A soma da raiz da equagao
: (5x — 7)1 = 1 vale:
(n+1! : a)5
n! 3 b) 7
3 012
d)3
e)4

_ Matematica - 7-E - Ensino Médio -



14. Encontre o valor de n sabendo que
(N+3) =6(n+2)!

a)6

b) 5

!

d)3

e)2

15. Resolvendo a equacio i =4, o valor de
(nl —n) éigual: (n=1!

a) 20

b) 24

) 28

d) 32

e) 36

16. Resolvendo (n - 2)! = 20 (n — 4), obtemos n

igual a:

aln=1

byn=2

n=5

dn=7

e)n=8
Permutacao

Seja um conjunto A # @ com n elementos. As su-
cessdes formadas com n elementos, todos de A, usan-

do cada elemento uma s vez em cada agrupamento,
sao chamadas permutacdes de n elementos de A.
Portanto, permutacio é o tipo de agrupamento or-

denado, que em cada grupo entram todos os elemen-

tos do conjunto A,

Permutacdo simples

Nao aparecem elementos repetidos.

Rl

n

Permutac¢ées com repeticio

Prenmtd it
s ehplivl;

Sendo: o, B, ,... 0 nimero de repeticoes que ocorrem.

Permutacgées circulares

(P) =(n-1)

n

- Ensino Médio -

07. Quantos nimeros de 5 algarismos distintos po-
dem ser formados, usando-se os algarismos 1, 2,
3,4e5.

; r Exercicios

Anagrama é um agrupamento de letras

que pode ou nao ter sentido.

Exemplo:

Palavra: bala — Anagramas: bala, laba, aabl...

08. Quantos anagramas podemos formar com as
letras das palavras;
a) BOLA.

b) EDITORA, que comecam pela letra A.

¢) EDITORA, que comegam com E e terminam com A.

d) EDITORA, em que as letras DITO aparecem jun-
tas e nesta ordem.

e) EDITORA, em que as letras DITO aparecem juntas.

09. Quantos anagramas podemos formar com as
letras da palavra OTIMISMO?

atenatics. -5 R



10. 5 amigos vao ao cinema, mas entre eles tém um
casal de namorados que prefere sentar juntos. Se a

fila possui 5 assentos, quantas sao as possibilidades

para eles se acomodarem?

11. De quantas formas diferentes as pessoas po- :
dem sentar-se numa mesa circular (mesa com 4

cadeiras)?

0 Testes

17. Quantos anagramas podemos formar com as
letras da palavra AMOR?

a)12

b) 24

c) 30

d) 36

e) 40

18. Quantos anagramas da palavra LIVRO come-
cam pela letra L?

a) 120

b) 48

c) 24

d) 12

e)n.d.a.

19. Quantos anagramas podemos formar com as
letras da palavra BANANA?

a) 60

b) 80

c) 120

d) 140

e) 210

20. (UFBA) Quatro jogadores safram de Manaus
para um campeonato em Porto Alegre, num carro
com 4 lugares. Dividiram o trajeto em 4 partes e

IR cenitica -

aceitaram que cada um dirigiria uma vez. Combina-
ram também que, toda vez que houvesse mudan-
ca de motorista, todos deveriam trocar de lugar. O
nimero de arrumacdes possiveis dos 4 jogadores
durante toda a viagem é:

a) 4

b) 8

)12

d) 24

e) 162

21. (FUVEST-SP) O nimero de anagramas da pala-
vra FUVEST que comegam e terminam com vogal é:
a) 24

b) 48

c) 96

d) 120

e) 144

22. Quantos nimeros impares de 7 algarismas, sem
repeticao, podem ser formados com os digitos 0, 1,
2,3,45e6?

a) 1 300

b) 1 360

c) 1420

d) 1 600

e) 1 800

Combinacoes simples

Seja A um conjunto com n elementos. Os subcon-

: juntos de A com p elementos constituem agrupamen-

tos que sdo chamados de combinacoes dos n elemen-

- tos de A, tomados p a p.

Combinacdo é um tipo de agrupamento em que
um grupo é diferente do outro apenas pela natureza
dos elementos componentes.

Sendo:

n = Numero de elementos do conjunto.

p = Numero de elementos de cada grupo.

Tem-se:

|
C =C}j——L- com nzp

n.p

“(n-p).p!

Nao existe repeticdo de elementos, caso isso
aconteca a combinacao sera dada por:
c*

n+p=-1.p

- Ensino Médio -



- Exercicios

12. Com 5 espécies de frutas, quantos tipos de sa-

ladas podem ser feitas contendo, em cada prato, 3
espécies diferentes?

13. Com 5 pessoas, quantas comissdes, constitul-
das de 2 pessoas, podem ser formadas?

14. Num plano temos 8 pontos, sendo 3 nunca co-

lineares. Quantos tridngulos podemos formar utili-
zando sempre 3 pontos como vértices?

15. Séo colocados sobre uma reta r 4 pontos e so-
bre uma reta s, paralela a r, coloca-se 5 pontos.

Quantos sdo os quadrildteros que podemos formar -

com esses pontos? E triangulos, quantos serao?

16. Determine o valor de n onde ¢, .., =6

w= Testes

23, (AMAN-RJ) As diretorias de 4 membros que po-
demos formar com 10 sécios de uma empresa sao:
a) 5 040

b) 40

€))7

d) 210

e)n.d.a.

24. Com 7 professores, quantas comissoes de 3
professores podemos formar?

a) 12

b) 27

c) 23

+ Ensino Médio -

d) 28
e) 35

25. Os vértices de um decagono determinam quan-
tas retas distintas?

a) 23

b) 27

c) 45

d) 50

e) 60

26. Quantos triangulos ficam determinados, unin-
do-se os vértices de um decagono?
a) 60

b) 80

c) 100

d) 120

e) 150

27. Encontre o valor de n para que C =4
a)3

b) 4

5

d) 6

e)7

n+1,n

28. (UFSC) Num acampamento estio 14 Jovens,
sendo 6 paulistas, 4 cariocas e 4 mineiros, Para fa-
zer a limpeza do acampamento, ser4 formada uma
equipe com 2 paulistas, 1 carioca e 1 mineiro, es-
colhidos ao acaso. O ntimero de maneiras possiveis
para se formar essa equipe de limpeza é:

a) 96

b) 182

c) 212

d) 240

e) 256

29. (UNEB-BA) Um técnico de basquetebol dispoe
de 12 jogadores, 5 dos quais devem ser selecio-
nados para disputar um campeonato. Se Xazam e
Heureka ndo podem ficar fora da equipe seleciona-
da e os demais jogadores jogam em quaisquer po-
sicbes, o niimero de equipes que o técnico poderd
formar é:

a) 24

b) 60

c) 120

d) 240

e) 720

atenitica-7-+ S



30. Tomam-se seis pontos sobre uma circunferén-
cia. O nimero total de quadrilateros convexos dis-
tintos que podemos formar com esses pontos é:

a) 22

b) 41

c) 15

d) 36

e) 27

Arranjos simples

Seja A um conjunto com n elementos, as sucessoes
com p elementos formadas com elementos distintos de

A, constituem agrupamentos que sao chamados de ar-

ranjos dos n elementos de A, tomados p a p.

Arranjo é o tipo de agrupamento em que um grupo -
é diferente do outro apenas pela ordem ou pela nature-

za dos elementos componentes.
Sendo:
n = Numero de elementos do conjunto.
p = Numero de elementos de cada grupo.
Tem-se:

Nao existe repeticao de elementos, caso isso
aconteca o arranjo sera dado por:
Al =k

n,p
J Exercicios

17. Quantos nimeros de 4 algarismos distintos po-
demos formar com os algarismos 1, 2, 3,4, 5e 67

18. Quantas centenas impares podemos formar com
os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, sem repeti-los?

19, Quantos nimeros de 4 algarismos distintos po-

demos formar com os algarismos 0, 1, 2, 3,4, 5e 67

Matematica - 7-E

20. Determine o valor de n na expressao
A ,=3- 1)

0 Testes

31. Quatro times de futebol disputam um torneio
em que sdo atribuidos prémios ao campedo e ao
vice-campedo. De quantos modos os prémios po-
dem ser atribuidos?

a) 12

b) 24

c) 30

d) 36

e) 48

32. (FATEC-SP) Ha doze inscritos em um campeona-
to de boxe. O nimero total de lutas que podem ser
realizadas entre os inscritos é:

a)12

b) 24

c) 33

d) 66

e) 132

33. Sabendo que A, =5 (x~ 1), entdo x &
a)s '

b) 6

c)8

d)2

e)1l

34, A partir dos algarismos 1, 3, 5 e 7, quantos nime-
ros, com dois algarismos distintos, podemos formar?
a)6

b) 12

c) 24

d) 36

e) 60

35, (PUC-PR) As placas dos automdveis sdo formadas
por duas letras seguidas de 4 algarismos. Calcular o
namero de placas que podem ser confeccionadas
com duas vogais distintas e quatro algarismos dife-
rentes, sendo o algarismo das unidades sempre o 5.
a) 840

b) 60 480

c) 10 800

d) 10 080

e) 524

- Ensino Médio -



36. (UEPG-PR) Com os algarismos de 1a 7, quantos

nimeros de 3 algarismos distintos podemos formar :

de modo que os ntimeros obtidos sejam todos im-
pares?

a) 42

b) 20

c) 120

d) 168

e) 60

37. Quantos numeros impares de 3 algarismos dis-

tintos podemos formar com os algarismos 1, 3, 4,
56e7?

a) 40

b) 50

c) 60

d) 70

e) 80

38. (CEETEPS-SP) Para proteger certo arquivo de

computador, um usuério deseja criar uma senha
constituida por uma sequéncia de 5 letras distin-

tas, sendo as duas primeiras consoantes e as trés -

dltimas vogais. Havendo no teclado 21 consoantes

e 5 vogais, o nimero de senhas distintas do tipo -

descrito é:
a) 25 200
b) 13172
c) 5040
d)3125
e) 2100

Método pratico de resolucio de
problemas em analise combinatéria

Analisando o que vimos até agora em analise com-

binatdria, nota-se que o grande problema esta na dis-

tincdo do tipo de solucdo que devemos dar:

combinagao, arranjo ou permutacao

Para tal, siga a regra abaixo:

* Encontra-se n e p.

*5en=p, o problema ¢ de permutagso.

* Se n > p é combinag&o ou arranjo.

* Para diferenciar entre um e outro, monte um
agrupamento e troque a ordem dos elementos,
mantendo a natureza.

® 5e 0 1. agrupamento for igual ao 2.° agrupa-
mento, o problema é de combinacdo.

- Ensino Médio -
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* Se 0 1.° agrupamento for diferente do 2.° agru-
pamento, o problema € de arranjo ou principio fun-
damental da contagem.

39. De quantas maneiras 6 criancas podem formar
uma roda?

(Dica: Use a expressao da permutacao circular.)

a) 24

b) 48

¢) 60

d) 120

e) 720

40. (PUC-PR) As placas dos automéveis sio forma-
das por 3 letras seguidas de 4 algarismos. Com le-
tras e algarismos do conjunto {A, B, Gl 1.3, 5,7,
9}, quantas placas podemos fazer comecando com
a letra A, podendo repetir as letras, mas sem repe-
ticdo de algarismos na mesma placa?

a) 4 000

b) 2 880

c) 31720

d) 1920

e) 7 680

41. (FCC-BA) Quanto aos anagramas da palavra
ENIGMA, sejam as afirmacoes:

l. O nimero total deles é 720,

IIl. O namero dos que terminam com a letra A é 25.
Il © nimero dos que comecam com EN & 24.

Assinale a alternativa correta:

a) S6 a afirmativa | é verdadeira,

b) A afirmacao Il é verdadeira.

¢) S6 a afirmacéo Ill é verdadeira,

d) As afirmacdes | e Il sdo verdadeiras.
e) As afirmagées | e Il sdo verdadeiras.

42. (UNESP) O setor de emergéncia de um hospital
conta, para os plantées noturnos, com 3 pediatras,
4 clinicos gerais e 5 enfermeiros. As equipes de
plantdo deverao ser constituidas por 1 pediatra, 1
clinico geral e 2 enfermeiros. Determine:

a) Quantos pares distintos de enfermeiros podem
ser formados.

b) Quantas equipes de plantao, distintas, podem
ser formadas.



43. (UEL-PR) Um professor de Matematica comprou
dois livros para premiar dois alunos de uma classe de
42 alunos. Como sao dois livros diferentes, de quan-
tos modos distintos pode ocorrer a premiagao?

a) 861

b) 1722

c) 1764

d) 3 444

e) 2%

44, (UTFPR) Numa reunido definida como “Queijos
e Vinhos", estavam disponiveis no buffet 8 tipos
de queijos e 6 tipos de vinhos. Sabendo que Jaime
serve-se de dois tipos diferentes de queijo e um tipo
de vinho cada vez que vai ao buffet, o nimero total
de opcoes distintas para servir-se €:

a) 34

b) 62

c) 42

d) 168

e) 336

45, Com os algarismos 1, 2, 3, 4,5,6,7,8¢e9,

quantos nimeros de 600 a 1 000 possuem todos

os algarismos distintos?
a) 224
b) 231
c) 234
d) 244
e) 256

46. (UEL-PR) De quantas maneiras distintas pode-
-se escolher 4 letras diferentes da palavra INDIRE-

TAMENTE?
a) C13,4

b) Cm,d

c) 140

d) 70

e) 35

47. Cinco criancas e um adulto estdo em uma sala
de espera, onde ha apenas um banco de 5 lugares.
De quantas maneiras diferentes as criangas podem
se sentar, nunca deixando o adulto em pé?

a) 200

b) 400

) 600

d) 800

e) 1 000

Mtenitia. 7-E

48. (UEPG-PR) Um trem é constituido de uma loco-
motiva e cinco vagdes distintos, um dos quais € um
vagdo-restaurante. Sabendo-se que a locomotiva
deve ir a frente e que o vagao-restaurante néo pode
ser colocado imediatamente apos a locomotiva, o
numero de modos diferentes em que a composigao
pode ser montada ¢ igual a:

a) 18

b) 96

c) 120

d) 360

e) 600

49. (FESP) Sobre uma reta marcam-se 5 pontos e
sobre outra reta, paralela a primeira, marcam-se
8 pontos. O nimero de tridngulos que obteremos
unindo trés quaisquer destes 13 pontos é:

a) 156

b) 180

c) 220

d) 350

e) 410

Numeros binomiais

Dados dois nimeros naturais, n e p, com n = p,
denomina-se nimero binomial n sobre p e indica-se

por(n] , em gue:

p
['n'] i DR U e
] P (h-p)p!

O numero n é o numerador e p o denominador do
binomial.
Casos particulares:

n

l. =1VneN
0
n

1. =1,¥neN
n

n
. [1]:H,VHENEI’1>1

; = Exercicio

21. Calcule o valor da expressao:

SHEHENEH
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Nimeros binomiais complementares

Dois ntmeros binomiais sdo chamados comple-

mentares quando a soma dos seus denominadores for

, te-
n-p
mos (p) + (n = p) = n, em que n é o numerador.
Exemplos: 5
* Os ndmeros [ J e( ) sao complementares, pois
5
2+5=7,

) ’ n n
igual ao numerador; isto é, sendo (p} e( J

B (5 3
* Os ntmeros ( J e(ZJ sdo complementares, pois :

1+4=5,

Igualdade entre niimeros binomiais

Dois nimeros binomiais [a} e(cJ ,coma, b, ced
e N sdo iguais se: b d
*a=ceb=d
* Se forem complementares, ou seja,a=ceb+d=a
Exemplo: 6 6
i Encontrep va!orde X, sabendo que (2)(} = (x e 3J
Como sao iguais:
2X=x+3
Xx=3

Como sao complementares:
2X+X+3=6

3x=3

x=1

lar x: 12_ 12
Calcular x: Bie) =laer8

Solugio:
Como sdo iguais;

12 B 12 5y = 8
5x) | x+8) TFXTX

=

Como sdo complementares:

12 12
[5x)=[x+8)<:5x+x+8=12..x=é

(ndo satisfaz, pois x € N)

: Exercicio

22. Calcule os valores de x nas igualdades abaixo:

" (;SJ {xlosJ

- Ensino Médio -

9 (1r) ()

Relacdo de Stieffel

Exemplo:
Resolva a equacao:

5),(5)_( ©

4) (5] | x+2

Solucao da reacao de Stieffel:
6 (6

5/ (x+2

Taxas iguais:

X+2=5
x=3

Taxas complementares:
X+2=5
X==1

e Exercicio

23. Determine o valor de x nas igualdades abaixo:

= [4xi3] =@ +@

0 (ares)(3)+()
0} Testes

7 2 4
50. Calcule A, sendo A=( )+( ]—[ )

2 1 2
a) 10

b) 5

c) 15

d) 17
e)n.d.a.

Matemitica. 7-8



51. (UFRN) A expressao [;J+[ZJ -~ 35 éigual a: Trlangulo de Pasca'l

a) 30 : Os numeros binomiais podem ser dispostos orde-
b) 35 * nadamente em um quadro denominado Tridngulo de
c) 40 © Pascal.

d) 45 :

H

e) 50

e
==

|

52. Resolva a equagao [ SJ =( 2 j 2
2x

a) (1.2} X+ 2

b) {1} 1 1

o I

d) (2} Gl

e) n.d.a. 2 5 2
) () ()

53. (UECE) A soma das solucoes da equagdo

(157] +[167] 5[42?1] ¢

- R - e (P o

<. )

e e
e S P

= kA

—

ST

N W

R oY

:;i 4 (8 (8) (4 (4]
06 0] 1] 2 3 4
d)7
e) 10

R O B N N

54. O produto das solucoes da equagao

HEHEREL

a)3 ! :

b) -3 _3 v Importante saber

o4 : '

d) -4 : » Binomiais de mesmo numerador estao colocados
e)n.d.a. : na mesma linha.

» Binomiais de mesmo denominador estao coloca-

18 18 } dos na mesma coluna.
55. (PUC-RS) Sendo ) = , entao k! vale:

a) 120 e : Ao substituirmos cada binomial por seu respectivo
b) 720 § valor, no Tridngulo de Pascal, temos:
c) 840 :
d) 5 040 : melof1f{2]3][af5]6].|soma=2]
e) 40 320 o o 2=1
EH 222
56. (PUC-RS) A soma dos valores que m pode assu- =25 6 79=1
: Je
mirnaigualdade[ 17}:( L Jé : 1 Bshulin!d 21=8
a)7 m-1) {2m-6 "l 4 5 4 2=16
b) 11 Bl s w005 2=32
213 Bl 6 520 156 1 2= 64
d) 15 - : a1 s e i : q
e) 17 .

Matematica - 7-E - Ensino Médio -



Note que para formarmos o Tridngulo de Pascal te-

mos trés pontos a serem seguidos:
1.2 0 nimero de elementos de uma linhan é n + 1
(por exemplo: na linha 3 temos 4 elementos).
2.° Toda linha comeca e termina com 1.
3.° Relacao de Stieffel.

2 2 3
Note que, por exemplo,( }+[ ]:( J ou seja,
0 1 1
1+2=3

Exemplo:

Tomando 6 pontos de uma circunferéncia, quantos
poligonos podemos formar?

Resolucao:

Como sdo pontos de uma circunferéncia, trés deles
nunca estao alinhados, portanto podemos formar po-
ligonos com 6, 5, 4 e 3 vértices nestes pontos. Por isso,
o ndmero de poligonos é:

(o (5] (3)+(3)

Mas, utilizando o Tridngulo de Pascal, sabemos que:

) (G2 (-0

=2-1-6-15=64-22=42,

: Exercicio

24, Com os vértices de um heptagono formamaos
quantos poligonos?

Binomio de Newton

Chama-se de bindmio de Newton as poténcias do
tipo (x + a)" com n € N*,

A sequir, apresentaremos alguns exemplos de bino-
mios com seus desenvolvimentos, que sao obtidos efe-
tuando-se os produtos que as poténcias representam:

(h=1)—(x+a)=x+a

N=2) > (x+a)P’=x+2xa + a2

(n=3) — (x+a)® = x* + 3x%a + 3xa? + a°

(n=4) — (x +a)* = x* + 4x%a + 6x2a? + 4xa’ + a*

(n=5)— (x+a)° = + 5x%a + 10x%a% + 1023 + 5xa + a°

Observe que:

¢ Os expoentes de x decrescem de n a zero.

* Os expoentes de a crescem de zero a n.

- Ensino Médio -

* A soma dos expoentes de x e a, em cada termo

do desenvolvimento, é igual a n.

* O nimero de termos do desenvolvimento é igual

a(n+1).

* Se relacionarmos apenas os coeficientes numéri-

cos do desenvolvimento, obteremos parte do Trian-

gulo de Pascal, como é mostrado a sequir:
coeficientes de:

h=)—>1 11— 5 (x4+3)
h=2)—>121- > (x + a)
(h=3)—1 3 31 —» (X + a)?
M=4)—146 41— 5 (x+a)
(

Isto significa que podemos determinar os coeficien-
tes por intermédio das linhas do Tridngulo de Pascal,
tomando como referéncia o valor de n que aparece
na 2.% coluna do mesmo e que podemos escrever, por
exemplo:

e (v (e G-

Em geral, temos:

n n n n
(x+a)=| _[x"a%+| [x"a'+|_ (%@ + 4| |x%"
0 1 2 n

ou

(x+a) = E[ n) b

p=0

Q: Importante saber

Se fizermos o desenvolvimento de (x — a)s, iremos
obter:

(x —a)’ :(z)x" —(?Jx“w[gx}a? —[inZa’ +[z}xa‘ —(aaS

Note que os termos, em valor absoluto, sao os mes-
mos de (x + a)°. Os sinais, entretanto, alternam-se em

(+) e ().

, Exercicio

25. Desenvolva os bhindmios:
a)(x+2)0=

Matematica - 7-E



b) (x - 3)° =

) (2m+ 3P =

Soma dos coeficientes

Para obter a soma dos coeficientes do desenvolvi-
mento de um binémio de Newton, basta tomar a parte
literal da 1.2 parcela e 2.? parcela como sendo 1.

Exemplos:

X+a)— soma=(1+1)=2"

(Bx+y»¥—soma=(3.1+13)°=4°=1024

- Exercicio

26. Determine a soma dos coeficientes dos bind-
mios abaixo:
a) (B3x+4) =

Formula do termo geral

Para obtermos um termo qualquer do bindmio
(x + a)", n e N, sem precisar desenvolvé-lo, usaremos
a seguinte expressao:

Termo médio

Para que um binémio de Newton admita termo mé-
dio, o0 seu expoente n sera necessariamente par.

Para obtermos o valor de p do termo médio, basta
utilizarmos a expressao:

Mitemitica 7-8

Exemplos:
(a* - 36)® — termo médio tem p = 4 (5.° termo)

18
(4)(2 _lJ — termo médio tem p = 9 (10.° termo)
¥

: ! Exercicios

27. Determinar o 5.° termo do desenvolvimento de
(X + 2)°:

28. Qual é o termo central do desenvolvimento
(3 —x)8?

29. No desenvolvimento de (x* + 1)5, qual o coefi-
ciente de x®?

30. Qual o termo independente no desenvolvimen-

,IB
to de [x——] ?
X

v Testes

57. (FAE-PR) Quantos termos tém o desenvolvimen-
to de (5x — 6y?)'"?

a) 17

b) 16

c) 18

d) 19

e)n.d.a.
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58. Quantos termos tém o desenvolvimento de
(x+Jy)F 2

a)7

b) 8

c)9

d) 10

e) 11

12
59. (PUC-PR) A soma dos coeficientes de ( X - 1)
é: .
a)1
b) 6
)0
d)5
e) 12

60. Qual a soma dos coeficientes do desenvolvi-
mento de (2x + 3y)*?

a) 125

b) 225

c) 625

d) 25

e)n.d.a.

61. (UFAL) O termo independente de x no desen-
volvimento de (2x + 3)° é:

a) 81

b) 108

) 162

d) 243

e) 486

62. Tomando-se 8 pontos de uma circunferéncia,
formamos quantos poligonos?

a) 110

b) 219

c)319

d) 400

e) 249

63. Quantos poligonos podemos formar com os
vértices do enedgono?

a) 280

b) 326

c) 466

d) 510

e) 606

64. Ao desenvolvermos (3x? + a)*, obtemos:
a) 81x* + 108axt + 54a2¢ + 12x2

- Ensino Médio -

b) 81x% + 108ax® + 5d4axd + 12a? + a*

€) 81x° + 108ax® + 54a%2 + 12a%° + a*

d) 81x'° + 108ax® + 54a%t + 12a%¢ + a3
e)n.d.a.

65. (FPA-RS) O 5.° termo no desenvolvimento de
(x+ 1) é:

a) 378x°

b) 120x5

c) 126x°

d) 84x°

e) 36x°

66. (Cesgranrio-RJ) Qual o coeficiente de ¥* no de-
senvolvimento de (x + 2)8?

a) 20

b) 30

) 40

d) 50

e) 60

67. (FEI-SP) No desenvolvimento de (1 + 2x%)¢, o co-
eficiente de x® é:

a) 60

b) 120

) 240

d) 480

e) 960

68. (UFES) Qual o termo central de (x — 3)5?
a) -540x3

b) -3 240x¢

c) 3 2403

d) 540%°

e) 540x*

69. Qual o termo central de (1 - a)'2?
a) 912a
b) 91433
c) 962a°
d) 928a°
e) 924a°

70. (PUC-RS) O coeficiente de x2 no desenvolvimen-
6
to de (Zx - 1) é:
X
a) 15
b) 60
c) 160

d) 192
e) 240

Matematica - 7-E



71. Calcule o termo independente de x no desen-

10
volvimento de[x‘l ——] :
a) 45 %

b) 60
c) 20
d) 15
e) n.d.a.

72. (PUC-MG) No desenvolvimento do binémio

(x+%r , 0 valor do termo independente é:
9

()
9

()

9
o
5
()

73. (UFPA) Qual o valor do termo médio do desen-
volvimento de (2x + 3y)*?

a) 70x%y*

b) 70 . 16 . 81x%*

€) 70 .16 . 81x*y*

d) 70 .16 . 81xy5

e)70.16 . 81x5°

o

(a)
~—

(s]

o
w

(e}

Teoria das probabilidades

O Brasil de hoje pode ser considerado como um
pais de loterias, Observe alguns exemplos: Mega-Sena,
Lotofacil, Quina, Loteria Esportiva, Loteria Federal, Lo-
terias Estaduais, etc.

E, toda semana, milhdes e milhoes de brasileiros
sonham com os milhdes e milhdes de reais que seréo
distribuidos nos diversos sorteios.

Um exemplo, que é repassado, é a ilusao de parecer
tao facil acertar na loteria de nimeros da Mega-Sena.
Porém, a probabilidade de acerto com uma aposta sim-
ples de 6 numeros é de 1 em 50 063 860.

Podemos concluir que o estudo das probabilidades
é de grande importancia, nao s6 para sermos esclare-
cidos das nossas reais chances de acerto em uma de-
terminada loteria, como também em outros ramos dos
avancos da tecnologia em que a teoria das probabilida-
des ¢ aplicada.

Experimentos

No estudo das probabilidades, podemos considerar
dois tipos de experimentos: deterministico e aleatério.

Um experimento é considerado deterministico
quando os seus resultados podem ser previstos (conhe-
cidos) antes de sua realizacao. Por exemplo: ao soltar-
mos uma bola de ténis do alto de um edificio podere-
mos determinar a velocidade com que esta chega ao
solo, se soubermos a altura do edificio; ou ainda, pode-
remos determinar a altura deste sabendo a velocidade
com que a bolinha chega ao solo. Este experimento
nao teré seu resultado alterado nem que seja realizado
1 000 000 de vezes.

Por outro lado, poderemos verificar que isso nao
se aplica a experimentos aleatorios, pois estes, ao se-
rem realizados repetidas vezes, nas mesmas condigoes,
apresentam resultados variados. Ja imaginou se fosse
aplicada a mesma ideia de experimentos determinfsti-
cos em experimentos aleatdrios? A Mega-Sena sempre
teria 0 mesmo resultado ou os filhos de um casal sem-
pre seriam do mesmo sexo.

Mesmo sabendo todos os resultados possiveis de
um experimento aleatdrio nao podemos determinar
qual seria o seu resultado especifico, por exemplo: em
um nascimento sabemos que a crianga serd menino ou
menina, mas nao sabemos o sexo dessa crianca antes
do seu concebimento.

Os experimentos aleatérios estdo sujeitos a “Lei do
Acaso”. Como nao podemos prever os resultados, va-
mos descobrir as chances de ocorréncia de cada expe-
rimento aleatério.

“A teoria das probabilidades estuda a forma de
estabelecer as chances de ocorréncia de
cada experimento aleatério.”

Elementos

Vimos que um experimento aleatério apresenta as
seguintes caracteristicas:

* Podemos repeti-los vérias vezes nas mesmas con-

digoes.

¢ Conhecemos todos os resultados possiveis.

* Ndo podemos prever os resultados finais.

Este experimento apresenta dois elementos: espa-
¢o amostral e evento.

Espaco amostral (E)
[0 conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatdrio.
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cemplos:

No experimento “verificar a face voltada para
cima no lancamento de uma moeda” os resultados
possiveis sao cara ou coroa. Portanto, o espaco amos-
tral serd E = {cara, coroa).

Ja no experimento “verificar a face voltada para
cima em um lancamento de um dado” podemos ter
como espaco amostral E= {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Evento

£ qualquer subconjunto do espaco amostral. Repre-
sentamos pelas letras A, B, C...

Exemplos

I. Experimento aleatério: verificar a face voltada
para cima em um lancamento de um dado.

Espaco amostral (E) = (1, 2, 3, 4, 5, 6}
Alguns exemplos de eventos.
Evento A: Face voltada para cima com numero
impar.
(A={1,3,5)

Evento B: Face voltada para cima com niimero primo.
B=1{2, 3,5}

Evento C: Ocorréncia de um nimero menor que 7.
(C={1,234,5 6} Observacao: o nlimero de
elementos do evento C é igual ao numero de ele-
mentos do espaco amostral.

2. Seja uma urna, contendo 3 bolas brancas e 3
bolas azuis. Dessa urna sao retiradas sucessivamente
3 bolas:

O espaco amostral é:

e
@ ®
\®\ ) -

={(BBB), (BBA), (BAB), (BAA), (ABB), (ABA), (AAB), (AAA)}

Alguns exemplos de eventos
Evento “A": As trés bolas tém a mesma cor:
A = {(BBB), (AAA)}

Evento “B": Duas bolas sdo brancas:
B = {(BBA), (BAB), (ABRB)}

- Ensino Médio -

u Importante saber

Considere:
a) "E": o espaco amostral.
b) n(E): o nimero de elementos do espaco amostral.
c) "A": o evento.
d) n(A): o nimero de elementos do evento.

-' Exercicios

31. Experimento 1:

Lancar um dado e observar o nimero obtido na
face superior: (dado normal)

E=
n(E) =

Evento “A" (um numero par)
A=
n(A) =

Evento “B" (um ndmero primo)
B=
n(B) =

32. Experimento 2:

Registrar as faces voltadas para cima em trés lanca-
mentos de uma moeda.

E =
n{E) =

Evento "A" (ocorréncia de duas caras pelo menos)
A —
n(A) =

33. No lancamento de dois dados, analisando-se as
faces voltadas para cima, temos:
a) Espaco amostral (E).

b) Ocorréncia de resultados iguais.

¢) Ocorréncia de resultados em que a soma das fa-
cesé’.

d) Ocorréncia de pelo menas um dos resultados
igual a 6.

Natemitica -



Tipos de eventos

* Evento certo
£ o préprio espaco amostral.

Exemplo:
f

Experimento: Analisar a face voltada para cima no

lancamento de um dado.

Evento A: Ocorréncia de nimero menor que 7.
E={1,2,3.4,5¢6} A={1,2,34,56} A=E

» Evento impossivel
E o subconjunto vazio do espago amostral.

Exemplo:

Experimento: Retirar uma bola preta de uma urna

com 1 bola azul e 1 bola branca.

Evento A: Ocorréncia de bola preta.
E={branca, azul} A=@

» Evento unido
E a reuniao de dois eventos.

Exemplo:

Experimento: Analisar a face voltada para cima no

lancamento de um dado.

Evento A: Ocorréncia de nimero par.

Evento B: Ocorréncia de ndmero fmpar maior do
que 1.
E={1,2,34,5,6} A={2,4,6) B=(3, 5}
AUB={2 3,4,5,6}

* Evento interseccao

E a interseccdo de dois eventos.

Espaco amostral:

E={1,2,3,4,5678,9 10,11, 12}

Evento A: Retirar um niimero par menor que 10.
Evento B: Retirar um ntimero multiplo de 4.
A={2, 4,66, 8} B=1{4,8 12}
ANB=1{4, 8}

= Eventos mutuamente exclusivos
Sao eventos em que a interseccdo é o conjunto va-

zio(ANB =)

Para exemplificarmos este evento consideraremos o

conjunto dos numeros naturais N = {0, 1, 2, 3, 4, 5..}
como espaco amostral.

Exemplo:
Evento A: Ocorréncia de nimero par.
Evento B: Ocorréncia de nimero impar.

A={024,6.}
ANB=@

B =ifl; 3:5; 7w

» Eventos complementares

Sao dois eventos onde:

A U B = E (o0 evento unido é o espago amostral)
AN B=@ (0evento interseccao € o conjunto vazio)
EXemplo:

Considere neste caso o espaco amostral E = {3, 4, 5,

6,7,8,10,11,12,13}.

Evento A: Ocorréncia de um ndmero par.
Evento B: Ocorréncia de um nimero primo.
A={4,6,8, 10,12} B={3,57 11,13}
ANB=@ AUB=E

0 Testes

74. Ao lancarmos uma moeda trés vezes consecuti-
vas e observando a face superior, qual o nimero de
elementos do espaco amostral?

a) 1l

b) 2

)3

d) 4

e)8

75. No teste anterior, qual o nimero de elementos
do evento “obter apenas 2 caras"?

a) 1

b) 2

c)3

d) 4

e) n.d.a.

76. Ainda no teste 74, qual o nimero de elementos
do evento “obter duas coroas consecutivamente
nas duas primeiras jogadas”?

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

77. No lancamento de um dado, o evento de se
obter um ndmero maior que 6 é:

a) Evento certo.

b) Evento complementar.

¢) Evento unido.

d) Evento interseccao.

e) Evento impossivel.
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78. No lancamento simultaneo de dois dados, qual
0 nimero de elementos do espaco amostral?

a) 36

b) 72

c) 24

d) 12

e)6

79. No teste anterior, qual é a quantidade de ele-

mentos do evento “retirar pelo menos um numero
5"

a)7

b) 8

9

d) 10

e) 11

Probabilidade de um evento

Sendo n(A) o nimero de elementos de um evento
A e n(E) o nimero de elementos do espaco amostral
E, a probabilidade do evento A, que se representa
por P(A).
n(A)

P(A) = 2
n(E)

* n(A) é o numero de situacoes favoraveis
quanto a ocorréncia do evento A.

* n(E) é o nimero de casos possiveis do
espaco amostral.

Notas:

*P(@)=0ePE)=1.

e Como 0 =n(A) < n(E), tem-se 0 < P(A) < 1.

* E comum representarmos as probabilidades em
porcentagem.

Exemplo:

P(A) =%ou P(A) = 50%

Exemplos:
1. Considere um "dado” com suas faces numera-
das de 1 a 6. Ao ser lancado, qual é a probabilidade

do nimero da face voltada para cima ser:

Resolugao:
a) par?

_ _na)_3
"= AV Te e

n(A)=3 P(A)=50%
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(ke

b) impar?

nB)=3 P(B)=50%

¢) menor ou igual a 2?
_nQ _2

n(A) 6
n(C)=2 P(C)=333%

nE)=6 P(C)

d) um ndmero primo?
n(D)

nE)=6 PD)= nE

P(D) = g -50% n(D)=3

2. De um baralho de 52 cartas tiram-se, sucessi-
vamente, sem reposicao, duas cartas. Determine a
probabilidade de:

a) Duas cartas serem “copas”.

b) Duas cartas serem “valetes”.

Resolucao:

a) Numero de elementos do espaco amostral.
52! 52.51

n(E) = C52‘2 = m = T =1326

Evento A — 2 cartas de copas

n(A)=C,;, = % = % =78
b) Evento B — 2 valetes,
nB)=Cyp=

3. Considere o lancamento de uma moeda nao vi-
ciada 3 vezes consecutivas. Determine a probabili-
dade de:

a) 3 resultados iguais.

b) Ocorrerem apenas 2 caras.

Resolugdo:

Neste caso o espaco amostral é E = {(kkk), (kcc),
k), (kkc), (cco), (ckk), (cck), (cke)}l, onde k = coroa e

¢ = cara. Com isso n(E) = 8.



b)n(B) =3
_ne_3
Pk nE) 8

Probabilidade de eventos complementares

Sejam A e B dois eventos complementares de um
espaco amostral E. Nessas condicdes P(A) + P(B) = 1.

Exemplo

No langamento de uma moeda a probabilidade de
tirar cara ou coroa é de 1 = 50%. Portanto, P(k) +

2
P(c) = % + % =1, em que P(k) é a probabilidade de tirar

coroa e P(c) é a probabilidade de tirar cara. Com isso r
e ¢ sao eventos complementares.

‘ Exercicios

34. Um dado nao viciado é jogado duas vezes con-
secutivas. Determine a probabilidade de:

a) Se retirar dois resultados iguais.

b) Se retirar dois resultados diferentes.

¢) Se retirar o ntmero 4 pelo menos uma vez.

35. Com os digitos 1, 4, 7, 8 e 9 sao formados nu-
meros com 3 algarismos distintos. Um deles é esco-
lhido ao acaso. Encontre a probabilidade de:

a) O numero ser par.

b) O nmero ser impar.

36. Dois amigos disputam um jogo com 2 dados.
Foi combinado que Marcos ganharia se o resulta-
do do primeiro lancamento fosse menor que o se-
gundo. Ja Celso ganharia se os resultados fossem
iguais. Qual é a probabilidade de cada um vencer?

0 Testes

80. (PUC-SP) O nuimero da placa de um carro é par.
A probabilidade de o algarismo das unidades ser
zero é;

a)s

b) 1/2

c) 4/9

d) 1/5

e) 5/9

81. (USP-SP) Qual a probabilidade de se obter um
numero divisivel por 5, na escolha ao acaso de uma
das permutacdes dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 57
a)5

b) 1/5

o1

d) 1/4

e) 1/6

82. (FUVEST-SP) Escolhido ao acaso um elemento
do conjunto dos divisores de 60, a probabilidade de
que ele seja primo é:

a)1/2

b) 1/3

o) 1/4

d) 1/5

e) 1/6

83. (UFSC) Uma urna tem 10 bolas idénticas nume-
radas de 1 a 10. Se retirarmos uma bola da urna,
a probabilidade de nao obtermos a bola nimero 7
éigual a:

a) 2/9

b) 110

o) 1/5

d) 9/10

e) 9/11

84. (USP-SP) Se um certo casal tem 3 filhos, entao a
probabilidade de os 3 filhos serem do mesmo sexo,
dado que o primeiro filho é homem, vale:

a) 1/3

b) 1/2

c) 1/5

d) 1/4

e) 1/6

- Ensino Médio -



85. Trés moedas sao lancadas simultaneamente. A
probabilidade de se obter duas caras e uma coroa é:
a) 1/8

b) 1/4

c) 5/16

d) 1/2

e) 3/8

86. (Cesgranrio-RJ) Ao lancarmos dois dados, qual
a probabilidade de obtermos, nas faces superiores,
dois niimeros fmpares?

a) 1/3

b) 1/2

o) 1/4

d) 2/5

e) 3/5

87. (OSEC-SP) A probabilidade de uma bola branca
aparecer ao se retirar uma Unica bola de uma urna
contendo 4 bolas brancas, 3 vermelhas e 5 azuis é:

al)l

w

d) L
12

e) n.d.a.

88. (OSEC-SP) Foram preparadas noventa empadi-
nhas de camarao, sessenta delas deveriam ser bem
mais apimentadas. Por pressa e confusdo de Gltima

hora, foram todas colocadas, ao acaso, numa mes-

ma travessa, para serem servidas. A probabilidade
de alguém retirar uma empadinha mais apimenta-

89. (UFMS) A testemunha de um assalto deve
identificar 2 suspeitos que estdo entre 10 pessoas
apresentadas para a identificacdo e nao consegue
reconhecé-los. De maneira irresponsavel a teste-
munha aponta duas pessoas. A probabilidade de
serem identificadas 2 pessoas inocentes ¢ de, apro-
ximandamente:

a) 50%

b) 80%

) 37%

d) 62%

e) 23%

Adicao de probabilidades

A probabilidade da unido de dois eventos A e B &

igual a soma das probabilidades de A e B menos a pro-
babilidade da interseccdo de A em B,

e

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B)

p(A LB = NA) NB) _n(AnB)

n(E)  n(E) n(E)

Se os eventos sao mutuamente exclusivos, isto é:

ANB=o

Entao:

P(A U B) = P(A) + P(B)

rAUB)= DA 1B

da é: nE)  n(E)
1 p ey
a3 Multiplicacao de probabilidades
b) ) _ Se um acontecimento é composto de varios even-
2 - tos sucessivos e independentes, a probabilidade de
1 - ocorréncia € dada pelos produtos das probabilidades
) 60 dos eventos componentes.
d) 2 P(A 1 B) = P(A) . P(B)
3
(A)  n(B)
1 P g)= MA) L nB)
e) 3 Ak nE)  n(E)

- Ensino Médio -
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Utilizaremos a adigao quando os eventos forem ligados
por meio da palavra ou. Ja a multiplicagdo é utilizada
quando os eventos forem ligados por meio de e.

Exemplos:

1. Jogam-se um dado e uma moeda. Qual a pro-

babilidade de se obter cara na moeda e o numero

5 no dado?

Resolucao:

Como os eventos sdo mutuamente exclusivos, te-
mos P (A N B) = P(A) . P(B), onde:

P(A) = probabilidade de tirar cara.

P(B) = probabilidade de tirar o nimero 5.

14 _%
P(A N B) = P(A). P(B) = S

2. Em uma urna temos 3 bolas verdes e 2 brancas :

de onde sio retiradas 2 bolas sem reposicao. Deter-
mine a probabilidade de ocorrerem:

a) 2 bolas verdes;

b) 2 bolas brancas;

¢) 2 bolas de cores diferentes.

5 _5.4_

O=Ca=327

10

a) P(A) — probabilidade de sortearem 2 bolas verdes.

nA) _G, 3
LG I
PIA) nE) 10 10 ¥

b) P(B) — probabilidade de sortearem 2 bolas brancas.

p(B)=@=i=i=1o%
nE) 10 10

¢) P(C) — probabilidade de serem sorteadas 2 bolas
de cores diferentes.

=@= Gy -Gy =£=£=60%

: Exercicios

37. Em uma gaveta ha 10 lampadas das quais 3
estdo queimadas. Se trés lampadas sao escolhidas
ao acaso, sem reposicao, qual a probabilidade de
apenas uma estar queimada?

P(C)

Matemitica 7-E

0 Testes

38. Em uma caixa temos 4 bolas azuis e 3 bolas
amarelas. Retira-se desta urna 3 bolas aleatoria-
mente e sem reposicao. Qual é a probabilidade de
retirarmos 2 bolas de uma mesma cor e uma tercei-
ra diferente?

39. Seja o conjunto A = {x e N/x < 100}. Se reti-
rarmos um numero deste conjunto, aleatoriamente,
qual a probabilidade deste ser par ou multiplo de 57

90. (CESCEA-SP) Em uma urna contém 20 bolas,
numeradas de 1 a 20. Seja o experimento; retirada
de uma bola, considerando os eventos:

A = {a bola retirada possui um multiplo de 2}

B = {a bola retirada possui um mdltiplo de 5}
Entdo a probabilidade do evento A W B é:

a) 13/20

b) 4/5

c) 710

d) 3/5

e) 11/20

91. (Cesgranrio-RJ) Dois dados sao langados. A pro-
babilidade da soma dos resultados ser 6 é:

a) 1/36

b) 5/36

c) 5/30

d) 1/30

e) 6/36

92. Trés moedas sao lancadas. A probabilidade de
se obter pelo menos duas caras ou trés coroas é:
a) 1/8

b) 1/4

c) 5/16

d) 3/8

e) 6/8

- Ensino Médio -



93. (FCMSC-SP) Num grupo de 60 pessoas, 10 sao
torcedoras do Sao Paulo, 5 sao torcedoras do Pal-

meiras e as demais sao torcedoras do Corinthians.
Escolhido ao acaso um elemento do grupo, a pro-

babilidade dele ser torcedor do Sio Paulo ou do

Palmeiras é:
a) 0,40

b) 0,25

c) 0,50

d) 0,30
e)n.d.a.

94. (UEM-PR) Um nidimero é escolhido ao acaso en-
tre 0s 20 inteiros, de 1 a 20. A probabilidade de o

namero escolhido ser primo ou quadrado perfeito

€

a) 1/5
b) 2/25
c) 4/25
d) 2/5
e) 3/5

95. (UNESP-SP) Dois dados perfeitos e distinguiveis

5d0 lancados ao acaso. A probabilidade de que a
soma dos resultados obtidos seja3 ou 6 é:

a)7/18

b) 1718

c) 7/36

d) 712

e) 4/9

96. (PUC-SP) O jogo da loto consiste em sortear 5 :

dezenas em 100 dezenas possiveis, Alguém, que-

rendo jogar nessa loteria, pode escolher de 5 a 10

dezenas. Se alguém que escolhe 5 dezenas tem
probabilidade x de ganhar, entdo, quem escolhe 7
dezenas tem que probabilidade de ganhar?

a) 7x

b) 14x

c) 21x

d) 28x

e) 35x

97. (FGV-SP) Um grupo de seis amigos (A, B, C, D,
E e F) pretende realizar um passeio em um barco
onde hd s6 3 lugares. E feito um sorteio para serem
escolhidos os trés amigos que ocuparao o harco.

A probabilidade de que A seja escolhido e B nao :

0 seja é:
a) 6/15

- Ensino Médio -

b) 3/10
) 4/6
d) 1/2
e) 4/5

98. Num grupo de 40 pessoas, 8 delas usam Oculos.
Escolhendo-se aleatoriamente 2 pessoas desse gru-
po. a probabilidade de que ambas usem éculos é:

a)ﬂ
5
1
b) 2~
)5
17
9 To5

d) 27
175

e) _.7__
195

99. (Mackenzie-SP) Sorteado ao acaso um ndmero

naturaln, 1<n <99, a probabilidade dele ser divi-
sivel por 3 é;

g & =z =2

o
<
OINNI= ©Ol= wo wir

100. Uma caixa contém 1 000 bolinhas numeradas
de 1 a1 000. Uma bolinha é sorteada. A probabili-
dade da bolinha sorteada ter um namero multiplo
de 2 é:
a) 50%
b) 40%
) 30%
d) 20%
e) 10%

101. (UFRGS) Dentre um grupo formado por 2 ho-
mens e 4 mulheres, trés pessoas sdo escolhidas ao
acaso. A probabilidade de que sejam escolhidos um
homem e duas mulheres é de:

a) 35%

b) 30%

Matematica - 7-E _



¢) 33%
d) 50%
e) 60%

102. (UFRJ) A tabela abaixo fornece o nimero de
estudantes matriculados por sexo e curso, no Colé-
gio Técnico da UFRJ, no ano de 2000.

Sexo
Curso A o
Masculino | Feminino
Ensino Médio Regular 30 52
Tecnlrco.em Economia 5 100
Doméstica
Técnico em Agropecudria 132 120

Ao escolher um aluno, a probabilidade de o mes-
mo ser do sexo feminino ou do curso Técnico em
Agropecudria é:

Matemética - 7-E - Ensino Médio -



Respostas

Exercicio 01: 15

Exercicio 02: 6 possibilidades,
Exercicio 03: 48

Exercicio 04: 16 e 26

Exercicio 05: a) 6 720; b) 10; ¢) 15; d) 2 499; e)n=1;
fin=-4en=-5;g)n=5.

Exercicio 06: n = 7

Exercicio 07: 120

Exercicio 08: a) 24; b) 720; ¢) 120; d) 24; e) 576.
Exercicio 09: 5 040

Exercicio 10: 48

Exercicio 11: 6

Exercicio 12: 10

Exercicio 13: 10

Exercicio 14: 56

Exercicio 15: 120 quadrildteros e 70 triangulos.
Exercicio 16: n =6

Exercicio 17: 360

Exercicio 18: 120

Exercicio 19: 720

Exercicio 20: n = 3

Exercicio 21: 21

Exercicio 22: a)x = 1ex = 3; b)x=2ex=1.
Exercicio 23:a)x=2 e x = 5/4;b) x=-1/2 e x = 1/2.
Exercicio 24: 99

Exercicio 25: a) x* + 8% + 24x? + 32x +16;
b) x> = 15x* + 90x* — 270x? + 450X + 243;

- Ensino Médio -

O8mM*+36m?+54m+27

Exercicio 26: a) 2 401; b) 1 024/243
Exercicio 27: 80x

Exercicio 28: -540x3

Exercicio 29: 15

Exercicio 30: 70

Exercicio 31:
E={1,2 3.4, 5 Glen(E)=6; A={2, 4, 6} e n(A) = 3;
B{2,3,5lenB)=3

Exercicio 32:
E={CCC,CKC,CCK,CKK,KCC,KKC,KCK,KKK}
en(E) =8; A ={C KC,CCK,KCC,CCC}en(A}=4

Exercicio 33: a) (1, 1)(1,2) (1, 3)(1, 4) (1, 5) (1, 6) (2,
02, 2)(2,3)(2,4) (2,5 (2, 6) (3,1)3.2)(3,3)3, 4
(3.5)(3,6)(4,1)(4,2)4,3) (4,4 4,5 @4,6) (5,15,
2)(5,3)(5,4) (5, 5) (5, 6) (6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5)
(6. 6); b) {(1, 1) (2,2) (3, 3) (4, 4 (5, 5) (6, 6)); ) {6, 1)
(5.2)(4,3)(3,4) (2,5 (1, 6)}; d) {(6, 1) (6, 2) (6, 3) (6,

 8(6.5(6,60,6) 2,6 6,6 @ 666

Exercicio 34: a)P, = % = % =16,7%

b) P + Py =100% = 83,3%

) P= f =30,5%
36

Exercicio 35:
5.4.3=60

24 2
3.4.2=24 P=="=Z-40%
& 60 5 °

b) P(par) + P(impar) = 100% — P(impar) = 60%

Exercicio 36:
15 5
PM) = —=-"—=417%
M=25=13 °
PO=2-1167%
36 6



Exercicio 37: 17,5%
Exercicio 38: 24/35

Exercicio 39: 60%

ONE 02)A 03)C 04D O05A O06E
07)E 08D 09C 100E 1A 12)A
13)D 14D 15A 16D 17)B 18)C
19)A 20)D 21)B 22)E 23)D 24)E
25 C 26)D 27)A 28D 299C 30)C
31)A  32)D  33)A 34)B 35D 36)C
37)E  38)A 399D 40)D 4NE 42)*
43)B  44)D  45)A 46)D 47)C  48)B
49)C 500D 51)B 52)A 53)B 54D
55D 56)C 57)C  58)C 59)C 60)C
61)D 62)B 63)C 64HB 65C 66)E
67)C 68)A 69E 700E 7NHA 72)D
73)B 74HE 75C 76)B  TNE 78 A
79)E  80)D 81)B 82)C 83)D 84D
85)E  86)C 87)A 83D 89D 90D
91)B  92)E

93)B 9HE 95C 96)C
97)B  98)E 99)B  100)A 101)E 102)C

*47. a) 10 pares; b) 120 equipes.
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Matemadtica
e

Polinomios

Expressao geral

Chama-se fungdo polinomial P(x) ou, simples-
mente, polinémio P(x) de grau m, uma expressao que

pode ser redutivel a forma:

P)=ax"+ax™ +ax"?+ .. +a commeNea,#0

Onde:

* a, a, a,
coeficientes e a, » 0.

* 9 A X axm=-2 a,, sao parcelas do polin-
mio denominadas termos, sendo que a_ é chama-
do de termo independente de x.

* Chama-se de grau de um polinémio P(x) de

coeficientes ndo todos nulos, ao maior expoente da
variavel x, cujo coeficiente seja diferente de zero.

Exemplos:

*PX)=x}-22+4x -1 éum polinémio na variavel
x do 3.° grau. Os coeficientes sao: 3, -2 e 4, o ter-
mo independente é —1.

* P(x) = 32 + 2 + 1 ndo é um polinémio, pois a

X
variavel x aparece no denominador.

- Ensino Médio -

@, 530 constantes complexas ditas

* P(x) = 3x? + 2x + 4 nao é um polinémio, pois a
varidvel x aparece com expoente negativo.

s Exercicio

01. Discuta o grau do polinémio
P(X) = (m - 1) x* + 3% = 7x + 1 para:
ajm=1

b)m=1

. Valor numérico de polinémios

O valor numérico de um polinémio P(x) para x =
a € o nimero que se obtém substituindo-se x por a e

efetuando-se todas as operacoes indicadas na expres-
i sao algébrica polinomial, além disso indica-se por P(a).

Exemplo:

Dado P(x) = x* + 3x - 1, calcular o valor numeérico
P(10).

P(10) = (10)2 + 3(10) - 1

P(10)= 100 +30-1=129

Exercicios

02. Sendo dado o polindmio P(x) = %* + x + 1, cal-
cule:
a) P2) =

b) P(-1) =



03. Calcularase P(x) =x?+ax+4 e P(1)=7.

Raiz ou zero de um polindmio

Dado um polinémio P(x), se o valor numérico :
P(a) = 0, entdo a serd denominado raiz ou zero do !

polinémio P(x).
Exemplo:
Determine as raizes do polinémio:
P(x)=x?-5x+6

x-5x+6=0
>(_5t,/25—24
B 2
541
X=—
2

x=30ux=2

: Exercicio

04. Calcule as raizes dos polinémios:
a)P(x) =x?—3x + 2

b) P(x) = x2 — 7x

Identidade de polinémios

Dois polinémios de mesmo grau sao idénticos se, e
somente se, os coeficientes correspondentes aos ter-
mos de mesmo grau forem iguais.

Exemplo:

Para que valores de a e b os polindmios

P(x) = ax® + bx2 + 7 e Q(x) = 2%* — 5x? + 7 sdo idén-
ticos?

Resolucdo:

Comparando P(x) e Q(x), temosa=2eb =-5.

i Exercicio

: '. Exercicios

05. Calcule m e n se os polinémios P(x) e Q(x) sdo
idénticos.

P(x) = (M + n) x> + mx? + 1

Q) = 7%% + 4x% + 1

06. Para que valoresde a, b e c
P)=@+b)x+(b+c)x+ceQx) =x>-5x+1
sdo idénticos?

. Polindmio identicamente nulo

A condicdo necessédria e suficiente para que um po-

lindbmio P(x) seja identicamente nulo é que todos os
. seus coeficientes sejam nulos.

é .i Exercicio resolvido

Determine o valor de m para que o polinémio
P(x) = (M? — 1)x? + (m = 1)x seja nulo.
Resolugao:

P(x)=0

(Mm-1x+(mMm-1)x=0

Todos os coeficientes devem ser iguais a zero, logo:
Lm-1=0- /T >m=1oum=-1
lLm-1=0-m=1

O valor de m que torna as igualdades | e Il verda-
deiras, simultaneamente, é:

07. Determine os valores de a, b e ¢ para que o
polindmio P(x) = (@ + b) x* + (b + 3) x + 2 + C seja
identicamente nulo.

- Ensino Médio -



Adicao e subtragdo de polinémios

Para adicionarmos (ou subtrairmos) dois polin6-
mios, devemos adicionar (ou subtrair) os seus termos :

semelhantes.
Exemplos:
a) Sejam os polinémios:
P(x) = x* + 2% - 2 — grau de P(X) = 4
Q) =%+ 3x+ 1 — grau de Q(x) = 3
grau de P(x) > grau de Q(x)

Entao:
S =P+ Q) = (x* + 23 = 2) + (0 + 3x + 1) =
X'+ 3¢+ 3x-1— grau: 4

b) Sejam os polinémios:

P(x) = x* + 2x® — grau de P(x) = 4
Q(x) = —x* + 5x2 — grau de Q(x) = 4
Grau de P(x) = grau de Q(x)

Entao:

SO = PO + Q%) = (x4 + 253) + (—x* + 5x3) =
2x* + 5x? — grau: 3

D) = P(x) = Q(x) = (x* + 2)3) — (-x* + 5x) =
2x% + 2%% - 5x? — grau: 4

0 Importante saber

Sejam os polinémios P(x) de grau n, Q(x) de grau
m, S(x) = P(x) + Q(x) e D(x) = P(x) - Q(x), entdo te- :

maos:

iguais a n.

l. Se n = m, o grau de S(x) e o grau de D(x) sao

: .« Exercicio

iguais ou menores que n.

} Exercicios

08. Dados os polindmios:
P(X) = x3 + 3x2+ 4

Q(x) = 5x2 — 7x

R(x) = —x3 + 4x2 — 1
Determine:

a) P(x) + Q(x)

b) P(x) + R(x)

- Ensino Médio -

l. Se n > m, o grau de S(x) e o grau de D(x) sdo

c) Q) + R(x)

09. Sendo os polinémios:
AlX) = 2%3 + 3x2

B(x) = x* = x? + 7, encontre:
a) A(X) + B(x)

b) AX) -2 . B(x)

. Multiplicacio de polinomios

Para multiplicarmos dois polinémios, devemos apli-

car a propriedade distributiva entre eles.

Exemplo:

Sejam os polindmios:
Px)=x*+5—graun=2
QX)=x+1-—-graum=1

Entdo:
M) =P . Q) =02 +5) . (x+1)=x+Xx +5x+5
— grau: 3

Se P(x) é um polinémio de grau n, Q(x) & um

polinébmio de grau m e M(x) = P(x) . Q(x), entao
o grau de M(x) é n + m.

10. Dados os polindmios P(x) = x* + x> — 1, Q(x) = x2 — X
e R(x) = x® + 2x2, calcule:

a) P(x) . Q(x)

b) P(x) . R(x)

) Q(x) . Rix)



d) P(x) + Q(x) + R(x)
e) P(x) . Q(x) + R(x)

f) [QXF + P(x)

0' Testes

01. Se P(x) = x> —= x + 2, calcule P(~1) + P(0).
a)2

b) 0

)4

d) 1

e)-1

02. Dado P(x) = x3 - 2, calcular [P(=1)]%
a)2

b) 5

3

d)-9

e)9

03. Determinar m de modo que -2 seja um zero (ou
raiz) de P(x) = x* — 3x* — 6X + m.

a) 3

b) 5

)-8

d) 8

e) 10

04. Sendo P(x) = x* + x?, determine P(x) + P(— x).
a) 2¢

b) 2x* + x°

c) 2x?

d) - 2%

e)x¥—x?

05. (UFRN) Para qualquer numero inteiro n, se
P(n) =1 = n+n?-n’ entao P(-1) é igual a:

a)2

b) 0

c) -2

d) 4

e)3

06. Sabendo que a, b e ¢ 530 tais que x> = 2x + 1 =
(@+bx+(@+b+c)x+a+2éumaidentidade, o
valorde a + b + c é:

a) 4

b)-6

c) 10

d)-2

e) 8

07. (PUC-SP) Os valores de m, n, p de modo que
sejam idénticos os polinémios:
Px)=(m+n+px —(p+ 10+ m+(n-px
+ne P(x)=2mx’ + (2p + 7)x* + 5mx + 2m sao,
respectivamente:

a)1,2,-3

b) 2, 3,1

0-1,2,2

d21,-3 S

e)1,-3,2

08. (UFRGS) Se P(x) & um polinémio de grau 5, en-
tao o grau de [P(X)F + [P + 2P(x) é:

a)3

b) 8

)15

d) 20

e) 30

09. (Mackenzie-SP) O polinémio

P(x) = (M =43 + (M? = 16)x* + (M + 4)x + 4 é de
grau 2:

a) se, e somentese, m=4oum =-4;

b) se, e somente se, m # 4,

c) se, e somente se, m = —4;

d) se, e somente se, m =4 em = —4;

e) para nenhum valor de m.

10. Considerando a teoria dos polinémios, assinale
a alternativa incorreta:

a) Se os polindmios P(x) = 4x* — (r + 2)x* —= 5 e
Q(x) = sx* + 5x* — 5 sdo idénticos, entao o valor de
- s?é -407.

b) Os valores de k e m para os quais se tem x* +
4x -5 = (x — k)* = m? para qualquer que seja o valor
dexsdok=-2em==3,

¢) O valor de a + b que torna idéntico o polinémio
Px)=x2-2x-6eQX) =(x+a)-béb.

d) O produto de dois polindmios do 3.° grau é ne-
cessariamente um polinémio do 6.° grau.

e) A soma de dois polindmios do 3.° grau é neces-
sariamente um polinémio do 3.° grau.
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Divisdo de polinémios : No exemplo anterior, tem-se (x? - 6x + 8) : (x — 2).
Neste dispositivo temos o diagrama abaixo com os

Denomina-se divisao de um polindmio D(x) por um : coeficientes do dividendo:

polinémio d(x) ndo nulo a operacdo que fornece um

par de polinémios Q(x) e R(x) atendendo as seguintes : | : 6 g

condigoes: : l
IRV D(x) = d(x) . Q(x) + R(x)
R() Q) ] Como 2 é raiz do divisor, tem-se:
Onde: : I 1T 6 8
D(x): Dividendo : 2 ‘
d(x): Divisor ;
Q(x): Quociente : "Abaixando” o 1, temos que multiplica-lo pela raiz
R(x): Resto - e soma-lo ao coeficiente. Este procedimento repete-se
: até chegar ao Ultimo coeficiente.
Propriedades 9
* Grau de Q(x) = grau de D(x) — grau de d(x). | i 6 g
* Grau de R(x) < grau de d(x) -~ 1 ou R(x) é nulo. Xy J
* Se R(x) = 0, entdo diz-se que D(x) é divisivel : 2% 4 0
por d(x). ;
e ol . o Com isso reduz a ordem do polinémio em uma uni-
Seja a divisdo onde o dividendo é do grau 9, o divi- O T ——
sor € do grau 4 e o resto € ndo nulo. Como os coeficientes sao 1 e -4, o quociente é x — 4.
Entao: @ .
Grau do quociente Q(x) =9 -4 =5 : ' Exercicios

Grau doresto Rix)<4 -1 — grau R{x) < 3 11. Efetue a divisdo dos polinémios:

Divisibilidade de dois polinémios a) (4 3¢+ Tx=1): (¢ + 1)
Um polinémio é divisivel por outro quando o resto
da divisao entre eles é zero.
Exemplo:
x? — 6x + 8 é divisivel por x — 2 por 3. O resto é zero.
b) (x* + 3¢ + 8x + 3) : (@ + x)
X —6X+8 |x-2

= X* + 2x X-4
~4x + 8
+4x - 8
0
.. . 12. Determine o quociente e o resto na divisdo dos
Q‘ Curiosidade - polinémios:

(X2 +4%x+5):(x=1)

Este método de divisdao é denominado método da
a) Pelo método da chave:

chave.
L )
Dispositivo Briot-Ruffini e =1

E uma forma mais simples de dividir dois poling-
mios quando se conhece as raizes do divisor. Este mé-
todo trabalha apenas com os coeficientes do dividendo
e as raizes do divisor.
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b) Pelo processo de Briot-Ruffini: : = 5y
- W) Exercicio

! | 1 4 > 15. Verifique se o polinbmio P(x) = x* —6x* + 11x -6
| : é divisivel por (x — 1).

13. Calcule o quociente e o resto pelo processo de
Briot-Ruffini:
a) (C+ 5 —-x+7): (x-2)

. Teorema do resto

O resto da divisdo de um polinémio P(x) por x — a

QM) = ér=Pa).
k= P(x) [x—a
b) (X* + ¢+ 2x2 = 1) (x + 1) R Q(x)
Qx) = Se o polinémio P(x) & divisivel por x - a, entéo P(a) = 0.
Rz Exemplo:
; Calcule o resto da divisdo de
) (X3-5):(x-2) : P(x) = x* + 2x - 1 por x - 3.

Resto = P(3) = (3)* + 2(3) - 1
P3)=27+6-1=32

Q00 = - QD Bxercicios

R =

: 16. Determine o resto da divisdo do polindémio
14. Verifique se o polinémio P(x) = 2x* + 5x* - x -6 ' P(x) = X3 + 2x* + 3 por:
é divisivel por (x— 1) . (x + 2). a)x—1

112 5 -1 -6
4 |

L

Propriedades das raizes de dois polindmios : b) x+2
Propriedade: P(x) sera divisivel por B(x) se as raizes

de B(x) também forem raizes de P(x). :
Exemplo:
Verifique se P(x) = x* — x* — 4x? — 2x — 12 é divisivel

por B(x) = x + 2. : 17. Para que valor de m o polinémio
Raizes de B(x): : P(x) = * + x + m— 1 & divisivel por x — 2.
x+2)=0 :
X, =-2

Note que -2 também é raiz de P(x):
POX)=xt—x3—4x2 —2x—12
P(-2)=(-20- (-2 -4 .(-2)*-2.(-2)-12=0

Logo, P(x) é divisivel por B(x).

— Matematica - 8-E + Ensino Médio -



18. Verifique se o polindmio P(x) = x* + x? —x + 1 é
divisivel por x - 1.

19. Para que valor de a os polinémios P(x) = x? +

ax + 2 e Q(x) = x* — ax + 4 tém o mesmo resto na _‘

divisao por x - 17?

0 Testes

11. Para que valor de m o polinémio
Px) = x* + x? + m é divisivel por x — 27?
a) 10

b) 12

c)-10

d)-12

e)0

12, (UFSMfRS) Para que a divisdo de 23 — 3x + m
por x + 2 tenha resto nulo, o valor de m deve ser:
a) 6

b) 10

c)-6

d)o

e) 20

13. Calcule a se o resto da divisdo de

P(x) = ax® + ax + 3 por x - 1 for igual a 13,
a) 10

b) 1

c)-5

d) 0

e)5

14. Sabendo-se que o polindémio P(x) = x2 — ax + 6

é divisivel por Q(x) = x — 2, pode-se afirmar que o
valor de a é:

a)4

b) 5

06

d)7

e)8

« Ensino Médio -

15. Assinale a soma das proposicoes verdadeiras:
01) O resto da divisdo de kx? + x — 1 por x + 2k é
4k? - 2k - 1.

02) O resto da divisao de x" - a" por x — a é zero.
04) O valor de a, para que o resto da divisdo do po-
linémio p(x) = —ax* - 2x + 1, por x— 3 seja 4, é 1 ’

3
08) O resto da divisdo de P(x) por ax — b é P(E) ;

16) Se o resto da divisao do polinémio
f=2x~x+kx+ 1 porx+ 1 ¢ igual a 3, o valor
de k é -5.

32)Se f =%+ 4 + (1 = 3m) x - 3 é divisivel por
x—1, entdo f («/5) & um numero primo.

A resposta correta é:
a) 55
b) 50
c) 48
d) 37
e) 52

16. (BAHIA)

—2'1 p 6 38

’1 -6 q r

O quadro acima é o dispositivo prético de Briot-Ruffini
da divisdo de um polinémio P(x) por um binémio. A
relagdo existente entre p, g e r é;

a)r=5p+q

b)r=4p+q

Ar=2p+2q

dr=p+3q

e)r=p+5q

17. (UNAERP) Se P(x) = 3x% — 5x? + 6x + a & divisivel
por x — 2, entdo os valores de a e de P(2) sdo, res-
pectivamente:

a)-16e-2

b)-16e2

c)16e-2

d)16e2

e)-16 e zero

18. (CESGRANRIO-RJ) Se 0 polinémio P(x) = 2x¢ — 4x + a
é divisivel por D(x) = x - 2, o valor de a é:

a)-8

b) -6

c) -4

d) -2

e) +2



19. (UFRGS) Considere as afirmagoes:

I. Se P(X) e Q(X) sao polindmios de grau n, entao
P(x) + Q(x) € um polinémio de grau 2n.

Il. O resto da divisao de p(x) = mx® + x* - x por

Q(x) =x—1 éigual am.

Ill. O produto de um polinémio de grau n por (x - a)
é um polindmio de grau n + 1.

Quais sao corretas?
a) Apenas |.

b) Apenas |l e ll.

) Apenas Il

d) Apenas Il e Ill.
e)l, llelll.

20. (PUC-MG) O polindmio P(x) = x* — 5x% + px + 2
é divisivel por x + 2. O valor de p é:

a)-15

b) -13

c)-8

d)8

e) 13

21. (UFRGS) Se P(x) = 3x3 — cx? + 4x + 2¢ é divisivel
por x + 1, entdo:

a)c=-1/3

b)c=1/3

e=7

d) c=39

e) c=-7

22. (PUC-RJ) O resto da divisao do polindmio

x>+ px +qporx+1é4eoresto da divisao deste
mesmo polindmio por x ~ 1 é 8, o valor de p é:
a)5

b) -4

0

d) 1

e)8

Leitura Complenientar :

Simbolos e notagdes matematicas

Apropriadamente, ja se definiu a Matema-
tica como a “rainha e serva de todas as cién-
cias”. E 0 apanagio de sua majestade é o rigor,
a légica, a harmonia e sua linguagem precisa,
universal e sincopada.

Sabemos que os gregos antigos promoveram

Matemitica 5.5

um grande desenvolvimento a Geometria Plana
e Espacial, mas nao dispunham de uma notagao
algébrica ou simbologia adequadas.

Até o século XVI, toda a expressdo mate-
matica se fazia de uma forma excessivamente
"verbal ou retdrica”.

Por exemplo em 1591, Viete, para repre-
sentar a equacao quadratica 5A + 9A -5 =0,
escrevia em bom latim:

5in A quad. et 9in A planu minus 5 aequatur
0. (5 em A quadrado e 9 em A plano menos 5
é igual a zero.)

Além da prolixidade de comunicacao entre
os matematicos, havia outras dificuldades, pois
se utilizava de notacoes diferentes para indicar
as mesmas coisas.

O maior responsavel por uma notacao ma-
tematica mais consistente e utilizada até hoje
foi Leonhard Euler (1707-1783).

Recordemos as principais: f(x) (para indicar
funcao de x); X (somatéria e provém da letra
grega sigma, que corresponde ao nosso S); i
(unidade imaginaria igual a v=1); e (base do
logaritmo neperiano e igual a 2,7182...); log
X (para indicar o logaritmo de x); as letras mi-
nusculas a, b, ¢ para indicarem os lados de um
triangulo e as letras maitisculas A, B, C para os
angulos opostos. A letra m = 3,1415... que havia
sido utilizada por William Jones em 1706, teve
0 uso consagrado por Euler.

Euler nasceu em Basileia, Suica, e recebeu
educacdo bastante eclética: Matematica, Me-
dicina, Teologia, Fisica, Astronomia e Linguas
ocidentais e orientais.

Extremamente proficuo, insuperdvel em
producdo matematica, Euler escrevia uma mé-
dia de 800 paginas por ano e publicou mais de
500 livros e artigos. Em plena atividade intelec-
tual, morreu aos 76 anos, sendo que os ultimos
dezessete anos passou em total cegueira (con-
sequéncia de catarata). Mesmo assim, conti-
nuou ditando aos seus filhos (eram treze).

A implementacao dos simbolos mais ade-
quados foi acontecendo naturalmente ao longo
de décadas ou séculos, sob a égide da prati-
cidade e do pragmatismo. E evidente, porém,
que pouco se pode afirmar com precisao nesta
evolugao.
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Alguns exemplos:

Simbolo de +

Uma explicacdo razoavel é que, até entdo, a
adicdo de dois ntimeros, por exemplo 3 + 2 era
representada por 3 et 2. Com o passar dos anas,
a conjugacdo latina et (que significa e) foi sinco-
pada para t, de onde se originou o sinal de +.

Simbolo de -

Pode ter sido fruto da evolucdo abaixo ex-
posta, conforme se observa nos escritos dos
matematicos italianos da Renascenca:
1.°) 5 minus 2 = 3 (minus em latim significa me-
nos).
2.°)5m 2=3(m éabreviatura de minus)
3.%) 5~ 2 = 3 (sincopou-se 0 m da notacdo m)

Simbolo de X
E provavel que seja originario de uma altera-
¢do do simbolo de +.

Simbolo da + (divisao)
Fibonacci (séc. XIl) emprega a notacdo S ,ja

conhecida pelos drabes. A notacao a:b é atribuida
a Leibniz em 1648,

Simbolo de < ou >

O inglés Thomas Harriot (1560-1621) foi o
introdutor dos simbolos de < ou > para indicar
maior ou menor, respectivamente. No entanto,
0s simbolos < ou > surgiram mais tarde, em
1734, com o francés Pierre Bouguer.

Simbolo =

E a inicial da palavra grega perijereia, que
significa circunferéncia. Sabemos que n =
3,1415926535... & um numero irracional e é a
razao entre o comprimento da circunferéncia
pelo seu diametro.

Simbolo de v

Apareceu pela primeira vez na obra Die
Coss (1525), do matemético alemao C. Rudolff,
Este sugeria o simbolo por sua semelhanca com
a primeira letra da palavra latina radix (raiz).

Simbolo de =
Tudo indica que o sinal de igualdade (=) foi

- Ensino Médio -

introduzido por Robert Recorde (~1557), pois
nada é moare equalle a paire de paralleles (nada
€ mais igual que um par de retas paralelas).

Disponivel em: < www.geometriaanalitica,com.brs
Acesso em: 14 jul. 2010,

Equacoes algébricas
Equacdo geral

Chama-se equacdo algébrica ou polinomial, de
grau m na variavel x, toda equacao redutivel a forma:

ax'+ax"'+ax" 4+ . +a =0 (SRR

eaz=0

Sendo ax™ +ax""'+ax""?+ . +a_um poling-
mio de grau m na variavel x.

Teorema fundamental da &lgebra
Toda equacéo algébrica de grau m = 1 admite m e

© somente m — raizes complexas (reais ou imagindrias).

cxemplo:
A equagao x* + 3x* - 2x2 + 2x + 1 = 0 admite 4
raizes complexas (reais ou imaginarias).

Decomposi¢do de um polinémio em

fatores do 1.° grau

Todo polindmio P(x) = ax"+ax" '+ .. +a de
grau m = 1, pode ser decomposto em m fatores do 1.°
grau, multiplicados pelo coeficiente do termo de maior
grau a,, ou seja, P(x) = a,(x — o0, Mx - ;) ... (x = ot ),
onde «a,, o,,..., O SA0 raizes da equacdo P(x) = 0.

- Exercicio

20. Forme a equacdo algébrica de raizes iguais a
2,3e-4,

Raizes miltiplas

As raizes de P(x) = 0 podem ser distintas ou nao.
Assim, se houver duas raizes iguais, teremos uma raiz de
multiplicidade 2 (raiz dupla). Se houver trés raizes iguais,
teremos uma raiz de multiplicidade 3 (raiz tripla).
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Exemplos:

* Forme a equacao algébrica de rafzes 2 (simples)
e 1 (dupla).

x=2).(x=172=0

x=2).(=2x+1)=0

-4t +5x-2=0

» Quais 530 as raizes da equacao (x—3)%.(x+2)*=0.
3 — raiz dupla
~2 — raiz tripla

Raizes nulas

Uma equacéao desprovida de termo independente
admite pelo menos uma raiz nula.

Exemplo:

A equacao x* — 3x* + x? = 0 admite duas rafzes nulas.

: Exercicios

21. Quais sdo as raizes da equacdo x° — 5x* + 6x = 07

22. Para que valor de m a equacao
X3 =%+ (m - 7) x = 0 admite duas raizes nulas?

Raizes irracionais

Uma equacao polinomial de coeficientes racionais
que admite uma raiz irracional do tipo a+ Jb admitira
também a raiz a— b , conjugada da primeira.

Exemplo:

Se a equacao de coeficientes racionais admite
3++/2 como raiz, vai admitir 3 — V2 como raiz.

Raizes imaginarias
= Se uma equacao algébrica de coeficientes reais
admite o complexo z = a + bi (b # 0) como raiz,
entao também admite a raiz Z = a - bi, conjugado
da primeira.
» Numa equacao polinomial de coeficientes reais,
é par o nimero de raizes imaginarias.
» Uma equacao polinomial de coeficientes reais e
grau impar admite pelo menos uma raiz real.

Matematica - 8-E

Exemplo:

Determine as raizes da equacao x* + 2x* + 2x = 0.
Resolugao:

¥4+ 26+ 2x=0

X(x2+2x+2)=0

x'=0

X4+ 2X+2=0

24,2 -4.1.2

21
X:—ziﬁ
2
_—2ta
2
X"==1 +i
XK=l

O conjunto solugao é S ={0, -1 +i, -1 -i}.

: : Exercicios

23. Se P(x) = 0 é uma equacdo do 2.° grau de co-
eficientes reais, de raiz (3 — 2i), qual é a outra raiz
dessa equacao?

24. Qual é o menor grau da equacao de coeficien-
tes reais de raizes 3 +ie 4?

v Testes

23. (UNIFESP) Os nimeros complexos 1 +ie 1 - 2i
530 raizes de um polindmio com coeficientes reais,
de grau 8.

O numero de raizes reais deste polinémio, no ma-
ximo, é:

a) 2

b) 3

Q4

d)5

e)6
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24. Os valores de a e b para que a equacio : on
X!+ 3%+ (2b — 4)¢* + (ab + 4) x = 0 tenha uma raiz Y Exercicio

dupla igual a zero sdo, respectivamente: : 25. Caleule 1 4 % sendo a e b raizes da equacao
a)2,-2 : d

b)4,-4 ; XX =7x+2=0.

¢) qualquer :

d)-5,5

e)3,3

25. O polinémio cujas raizes sao 2, -1 e 3, pode ser:
a)(x-2)(x+1)(x-3)

b) (x-2) (x=1) (x-3) _

) (x+2)(x+1)(x+3) : 2.° Caso

d)(x+2) x-1)(x-3) Equagao do 3.° grau (raizes x,, , e x, )

e) 3x-2) x+ 1) (x-3) : Dada: ax3+bx2+cx+d=0(1:ra)2
" o ; b, ¢ d

26. (CESCEM-SP) Uma equagao do 3.° grau cujas Rk +3X+g=0

raizessao 1, 2 e 3 é; : Erede

a) X +6x-11x+6=0 e, _ b

b) X3~ 6x2+ 11x-6=0 LEL EL o

C)X3—6X2+7X~6=0 XI'X2+X1'X3+X2'X3=£

d) -6 -Tx+6=0 q a

e)xX*-2¢+3x-6=0 x1.xz.x3=~g

27. Para que a equacdo 5x2 - (2m -n)x + (2m—-2) =0 Exemplo:

admita uma sé raiz nula, devemos ter: : Determinar a soma e o produto das raizes da equa-

alm=-len=2 © GAO X -5x +6x-8=0.

b)m=+lenz-2 : X, + X, + X, =5

m=1len=2
dim=z#2en=2
e)lm# %1

XX, + XXy + X,%3 =6
X, X;.%;=8

Relacgoes entre coeficientes e : Exercicios

raizes ou relacées de Girard : 26. Encontre a soma e o produto das raizes de
P(x) = %> = 8x2 + 7x + 9.

1.° Caso
Equacao do 2.° grau (raizes x, e x, )
Dada: ax? + bx + ¢ =0 (+ a)
b ¢

X +=x+-=0
a a

Entao: . .
" : 27. (PUC-MG) No polindmio P(x) = x* — %2 + 4x — 4,
X, + X, = _b iy C uma das raizes é 2i. Entao, a raiz real de P(x) é:
a “a
Exemplos:
Calcule a soma e o produto das raizes de
X*-3x+2=0

X; +X, = 3(soma)
X, . X, = 2 (produto)
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28. Se a, b e ¢ sdo as raizes da equacao

X3 —2x2 + 5x - 8 = 0, calcule 1+l+1.
a b ¢

3.° Caso
Equacéo do 4.° grau (rafzes x,, x,, X, € X,)
Dada: ax*+ b+ o+ dx+e=0(+a)
Entao:
X+ % 4 X+ X, ===

c
XXy + XXy + XKy + Koy + XX, + XX, =

d
XXXy + XXXy + XXXy + XpKoKy = = —

Exemplo:

Determine a soma das raizes de
X =3¢ +5x~-1=0

X, + X+ X+ X,

Exercicios

29. Encontre a soma das raizes do polinémio

P(X) = x* 4+ 4% + 67+ 4x + 1.

30. Encontre o produto das rafzes do polinémio

P(x) = x* — 8x* + 24x? - 32x + 16.

Provaveis raizes racionais

Constituem rafzes racionais as raizes inteiras
e as raizes fracionarias.

Exemplos:
Quais sao as provaveis raizes racionais da equacao
26 -2+ x-7=07
PRR.I &1, £7
1.7
PRR.E: ks e
22
Resolva a equacao x> —6x* + 11x -6 = 0.
PR.R.I: 1, £2, £3, £6

1 -6 11 6
11 s 6] 0
211 =3 0
311 0
Raizes: 1, 2, 3

Resolva a equacdo x* = 6x* —x + 30 = 0,
PR.R.I £1, £2, £3, #5, £6, £10, £15, £30

1 -6 -1 30
31 3 -0 o0
511 2 0
-2 |1 0
Raizes: 3, 5, -2

: r Exercicios

31. (CESGRANRIO-R)) Se x* — 2x? + 5x — 4 = 0 tem
uma raiz igual a 1, calcule as outras duas raizes da
equacao.

|1 2 5 -4

32. (UEL-PR) A multiplicidade da raiz 1 na equacao
X*—8x* 4+ 24%3 —34x* + 23x -6 =0 &

1 -8 24 -34 23 -6

Se um numero racional N/D, sendo N e D primos
entre si, é raiz da equacao algébrica racional inteira de
coeficientes inteiros ax™ +ax™ '+ .. +a =0, entao :
N é um divisor de a_e D & um divisor de a,.
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Multiplicidade de uma raiz é a quantidade
de vezes que esta se repete no polinémio.

Graficos de funcées polinomiais

Seja o gréfico da fungao polinomial P(x):

P(x) A

NN

v Importante saber

¢ Pontos de tangéncia como X, OU X, indicam raizes

de multiplicidade par.
¢ Pontos de interseccao com inflexdo da curva como
X, ou x, indicam raizes de multiplicidade impar.

* Pontos de interseccao como X, OU X, indicam rafzes

simples.
* Ponto de interseccdo da curva com o eixo y ou

P(x) indica uma ordenada igual ao termo indepen-

dente de x.

Exemplo:

Esbogo do gréfico da funcao y =x' =33 - 7@ + x + 6 -

cujas raizes sao X, ==2,x,=-1, X=Tex, =3

=Y

0 Testes

28. (UEL-PR) As solucbes de uma das equacdes
abaixo, para um valor adequado de k, sdo -2, 3 e
5. Qual é essa equacao?

a) X +6x2-31x+k=0

b) ®+ke-x+36=0

Q23 +6x -x+k=0

- Ensino Médio -

d) 2 -12x2-2x+k=0
e) 2% - 122+ kx+20=0

29. (UTFPR) Os valores de p e q para que i seja raiz
da equacao 2x* + px? + gx + 2 = 0 sao, respectiva-
mente:

a)2e?2

b)-1e0

le-1

d) 1e2

2

e) — el

30. Sobre polindmios e equagées algébricas:

() Uma das raizes do polindmio x? + 2x? - 9x — 18
€ -2. A soma das outras raizes é zero.

() Acondicao para que o trindmio x? + ax + b seja
divisivel por x = 1é quea+ b + 1 = 0.

() A soma dos quadrados das raizes da equacdo
X = x* = 9% + 9 =0, que tem uma raiz igual a 1, é
192.

() Na equagdo (x - 3) (x - 1)* (x — 5 = 0, os
nameros 3, 1 e 5 sdo, respectivamente, rafzes de
multiplicidade 1, 3 e 4.

() Uma das raizes do polindmio P(x) = x* — x? +
x—=1éx=1. 0 produto das outras duas raizes & 1.
() O polindmio P(x) = 3x* - 13x* + 17x~ 15 tem uma
das raizes igual a 3, logo ele é divisivel por x - 3.

A sequéncia correta é:
a)V,V,ERV,V
b)V.V,EV,V,V
AV, V,EV.V,F
dV.V,,EV,V
e)V,V,EV,EV

31. (UEPG-PR) Sabendo-se que 2 é uma raiz dupla
do polindmio P(x) = x* — 5x2 + 8x + a, entio P (~a/4)
vale:

a)1

b) -8

0

d)-16

e)6

32. (UFPR) Seja p(x) um polinémio inteiro em x, de
grau n, com coeficientes reais ndo nulos, é correto
afirmar que:

a) Se uma das raizes de p(x) é 1 + i, as demais raizes
540 reais.
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b) Se n é impar, todas as raizes de p(x) podem ser :

raizes reais.

c) Se p(a) = 0, entao p(x) é divisivel por x — a.
d) As alternativas corretas sao a, b e c.

e) As alternativas corretas sdao b e c.

33. (UFSCAR-SP) Sabendo-se que a soma de duas

raizes da equacdo x> — 7x* + 14x -8 =0 éigual a 5,
pode-se afirmar a respeito das rafzes que:

a) sao todas iguais e ndo nulas;

b) somente uma raiz é nula;

¢) as rafzes constituem uma progressao geométrica;
d) as raizes constituem uma progressao aritmética;
e) nenhuma raiz é real.

34. (FUVEST-SP) As trés raizes de 9x* - 31x-10=0
sdo p, q e 2. O valor de p? + g% &

a) 5/9

b) 10/9

c) 20/9

d) 26/9

e) 31/9

35. (UEL-PR) A equacdo 2x* — 5x* + x + 2 = 0 tem
trés rafzes reais. Uma delas é 1. As outras duas sao
tais que:

a) ambas sdo numeros inteiros;

b) ambas séo nlimeros negativos;

) estdo compreendidas entre =1 e 1;

d) uma é o oposto do inverso da outra;

e) uma é a terca parte da outra.

36. (Mackenzie-SP) Dividindo-se P(x) = x* + bx + ¢

por x — 1 e por x + 2, abtém-se o mesmo resto 3.
Entdo, a soma das raizes de P(x) = 3 é:

a)-3

b) -2

c) -1

d) 1

e)3

37. (FUVEST-SP) Sabe-se que —1 é raiz do polinémio
f=x+x2—2x~ 2. As demais raizes desse polino-
mio sdo numeros.

a) Irracionais.

b) Néo reais.

¢) Racionais ndo inteiros.

d) Inteiros positivos.

e) Inteiros e opostos entre si.

38. (UFPR) Sobre o polinémio

P(x) = x* — 5% + 10x* — 5x + d, onde d & nlmero
real, é correto afirmar:

a) Se d = 16, entdo P(x) é o desenvolvimento de
(x — 2)%

b) Se d = 0, entdo zero é uma raiz de P(x).

¢) Se 1 for raiz de P(x), entao d = 15.

d) Se d =-21, entdo P(x) é divisivel por x + 1.

e) As alternativas b e d estdo corretas.

39. (FGV) Se o polinémio P(x) = X% — kx? + 6x - 1 for
divisivel por (x — 1), ele também sera divisivel por:
a) x2 - 5x + 1

b) x2—-5x + 3

) X2+ 5x+ 1

d) x* +5x + 3

e)x*-5x+5

- Ensino Médio -



‘ Respostas

Exercicio 01:

APN=0.3+3C-7x+1=3C=Tx+ 1 (2.° Grau);

b) 3.° Grau.

Exercicio 02:
aPR)=(2P+2+1=11;
PYPE) = (1P + (1) + 1 =-1.

Exercicio 03: (12 + a(1) + 4 =7
1+a+4=7
a=2

Exercicio 04:
a)x-3x+2=0 b) x*-7x=0

x=1 x=0
=17 x=17

Exercicio 05:

m+n=7
m=4

4+n=7 n=3
Exercicio 06:a=6,b=-6,¢c =1
Exercicio 07:a=3,b=-3,c=-2

Exercicio 08: a) x3 + 8x2 — 7x + 4/ 3° grau;
b) 7%* + 3/ 2.° grau; ¢) =x* + 9% — 7x— 1 / 3.° grau.

Exercicio 09: a) 3x° + 2x2 + 7 / 3.° grau; b) 5x2 — 14 /

2.° grau.

Exercicio 10:

a) xf—-x*—x? + x/ 6° grau;

b) X'+ 3x8 + 25— 3 - 2x2/7° grau;
Q) X5+ x* = 2x*/ 5° grau;

d) X+ 2¢ + 3%’ - x—1/4.° grau;
e) X° = x* + %7 + X2 + x/ 6° grau;

) 2% =%+ x2 - 1/4.° grau.

Exercicio 11:

a)j3+3x2+7x—1 X2 +1

x? —X X+ 3

3%% + 6% —1
—3x2 -3

bx -4

- Ensino Médio -

:a)

b)x* 4+ 3% + 0x2 + 8+ 3 | X +x

_Xa - XE

?‘3+0x2+8x+3

X3+ 2%

-2K2 + 8% + 3
+EX + 2%

10x+ 3

Exercicio 12:

X+ +x+3 | x-1
x>+ 5%+ 6

=X+ x°
5%+ x+3
—5x%2 + 5x
6x + 3
—6X + 6

X2+ 2% -2

QX)=x2+5x+6
R=9

Exercicio 13:

2|

5 -1

7

Q) =x2+ 7x+ 13
R =33

1
[1713

33

Q) =x3+2x -2
R=1

Q) =x*+2x + 4
R=3

Exercicio 14:

2 7 6]o0

2 3|0

Sim, é divisivel.



Exercicio 15: - Exercicio 26:5=8,P=-9

T)jr -6 11 -6 " Exercicio 27: Raizes: a, 2i, -2i
211 -5 6 0 ' a+(2i)+ (-2i) =1
1 -3 0 Al
Exercicio 16: a) P(1) = (1)? + 2(1 + 3=6; . Exercicio 28: Ralzes: a, b
b) P(-2) = (-2)° + 2(-2 +3=-8+8+3=3. : ab+ac+hc 5
; abc 8
Exercicio 17: :
P2)=(2;F+2+m-1=0 . Exercicio 29: -4
m=-9 :
Exercicio 30: 16
Exercicio 18: ;
P)=1+1-1+1=2 - Exercicio 31:
Nao é divisivel. :
Exercicio 19: 111 -1 4 | 0
P(1) = Q(1) :
1+a+2=1-a+4 : X =x+4=0
Za=2 } 1+4-15 125 |
a=1 }' L
Exercicio 20: : Exercicio 32:

x=2).x=3).(x+4)=0
(2-5x+6)(x+4)=0

X —5x2+6X+4x2-20x+24=0
¥-xt=14x+24=0

wl[\)_-._\_u
i;
w
o

Exercicio 21:
X(x*-5x+6)=0
Wi 1 0
X -5x+6=0 :
i =l3 C{1,1,1,2,3)
Exercicio 22: § 01 gabarita
m-7=0 : 4
m=7 S oncC  02)E 03)D 04C 05D 06)D
X¥-x=0 - 07)A  08)C 09)E 100E 11)D 12)B
Duas raizes nulas. P 13)E 14) B 15 A 16)B 17)E 18) A
19)D 20)B 21 C 22)D 23)C 24) A
Exercicio 23: : 25)A  26)B 27)C 28D 29 A 30)B
3-2i—3+2i yhis 32)E 33)C 34)D 35D 36) C
S 37)A  38)E 39) A
Exercicio 24:
3+i
3+ 42
4.° grau

1
Exercicio 25: 5 *

a+b
ab

[ il [
N~
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Matemadtica
s

Geometria analitica

Fotolia

A geometria analitica estuda curvas e figuras por |

meio de suas equacdes e as analisa através de graficos,
existindo, portanto, uma integracdo entre a algebra e
a geometria.

Os seus principais idealizadores foram dois grandes
matematicos franceses, René Descartes e Pierre de
Fermat. Deve-se a origem do nome sistema cartesiano
a Descartes (Cartesius era o nome latino de Descartes).

O principio fundamental da geometria analitica &:

em um referencial cartesiano plano, os pontos associa-

dos a pares ordenados de ntimeros reais, que satisfa-
zem a uma equacao de duas varidveis, em geral des-
crevem uma curva,

Sistema cartesiano ortogonal

O sistema cartesiano ortogonal, também conhecido
por plano cartesiano, ¢ formado por dois eixos per-

pendiculares entre si, e de mesma origem 0. O eixo x

(horizontal) é chamado de eixo das abscissas, e o eixo
y (vertical) é também chamado eixo das ordenadas. Os
eixos dividem o plano em quatro regides denominadas
quadrantes.

- Ensino Médio -

y A

1.° quadrante
x>0,y>0

5] .

—

2.° quadrante
x<0,y>0

O
X

4.° quadrante

x>0,y<0

3.° quadrante
x<0,y<0

Para representarmos um ponto no plano cartesiano,
utilizamos o conceito de par ordenado, em que o primei-
ro elemento do par representa o eixo das abscissas e o
segundo elemento do par o eixo das ordenadas. Assim:

\ :
g x, = abscissa do ponto P

o »  Yy=ordenadadopontoP
p H

i 0
« Exercicio

8 )

P

01. No plano cartesiano abaixo, localize os pontos

indicados:
A(2,3)
B(1,5) YA
C(=2,2)
D (-3, 4) 4
E (-4, -2) 3
F@3,-1) 2
G (4, 0) !
H (0, -5) 0 ° L
5 4 3 -2 -1 1 2 3 4 5y
-1
)
-3
-4
-5
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Ponto médio de um segmento 03. Se M é o ponto médio do segmento AB, en-
contre as coordenadas de B, sendo A (2, 6) e

Considere os pontos A (x,, y,) e B (x, y,), represen- -
tados no plano: § M (3, 4).

yll
B
. Distancia entre dois pontos no plano
Yy I ‘ \ ;
Considerando dois pontos quaisquer A (x,, y,) e
B (x,, ¥,), representados no plano cartesiano, temos:
yll
-1 a o
XA X XB X
O ponto M (x, y) é denominado ponto médio do Yo
segmento AB . Para encontrarmos suas coordenadas,
utilizamos o Teorema de Tales, assim: :
X=X, =X, = X Y=Ya=Y¥s -V | i :
X+ X=X, + X, YHY=YatY, ; b
2% =X, + X, 2y=y, +Y, g 0 B R g

Como o tridngulo ABC é retangulo em C, podemos
utilizar o Teorema de Pitdgoras, assim:

o2 = (%, = X7 + (yy — ¥,

“A matematica apresenta invengoes tao sutis que
poderdo servir nao s6 para satisfazer os curiosos
como, também, para auxiliar as artes e poupar
trabalho aos homens.”

Fonte: Descartes

: .. : = \ Exercicios

‘ Exercicios 5
: e 04. Calcular a distancia entre os pontos A (1,1) e
02. Determinar as coordenadas do ponto médio B (5, 4):

dos segmentos;
a) AB,sendo A4, 2)e B (6, 4).

_ : 05. Dados os pontos P (2, 3) e Q (4, 5), determine a
b) CD, sendo C (0, ~4) e D (-6, -2). 3 distancia entre P e Q:

- Ensino Médio -
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06. Determine as abscissas do ponto B (x, 4), saben-
do que a distanciade AaB & 10 e que A (5, 10):

Calculo do baricentro de um tridngulo

Definimos como sendo o baricentro de um triangu-

lo G (x, y) a interseccdo entre suas medianas.
A, y,)

G
Cleay)

M B (x, v,)

Se o triangulo ABC ¢ dado pelos seus vértices A, B |

e C, entao:

i Exercicios

07. Caleular o baricentro do tridngulo cujos vértices

sao: A(-1,3),B(2,2)eC (8, 1).

08. Dado o tridngulo A (-1, =5): B (6, —=2) e C (1, 1),
as coordenadas do baricentro sergo:

u Testes

01. Ache as coordenadas de M, ponto médio do

segmento AB, sendo A (2, 2) e B (8, 12):
a)M (7, 5)

b) M (2, 12)

<) M (10, 14)

d) M (5, 7)

e) n.d.a.

- Ensino Médio -

02. (FMU-SP) As coordenadas do ponto médio do
segmento de extremidades (5, -2) e (-1, —4) sdo:
a)@3, 1)

b) (1, 3)

c) (-3, 2)

d) (2, -3)

e)(3,3)

03. (UFES) As coordenadas do ponto médio de um
segmento AB séo (-1, 2). Sabendo-se que as coor-
denadas do ponto A séo (2, 5), entdo as coordena-
das de B sao:

a)@4,1)

b) (-4, 1)

c) (4, -1)

d) (-1, -4)

e)n.d.a.

04. Determine a distancia entre os pontos A (=2, 4)
e B (4, -4)

a) 10 u.c.

b) 9 u.c.

<) 8u.c

d) 7 u.c

e)5u.c

05. (Cesgranrio-rj) A distancia entre os pontos
M (4, -5) e N (-1, 7) do plano xoy vale;

a) 14

b) 12

)8

d) 13

)9

06. (PUC-PR) A distancia da origem do sistema car-
tesiano ao ponto médio do segmento de extremos
(=2, -7 e(-4, 1)eé:

a) 5

b) 22

9 23

d) 343

e) 3\2

07. Determine as coordenadas do baricentro do
triangulo ABC, sendo A (=1, 0); B (-2, 2)e C (6, 7):
a)G(1,5)

b)G(1,2)

¢ G(1,3)

d) G (-1, -3)

e) G (0, 2)



08. (Mackenzie-SP) Os vértices de um triangulo
ABC sdo A (2, 5), B (4, 7) e C (=3, 6). O baricentro
desse triangulo tem como coordenadas:

a) (3, 6)

b) (1, 6)

[_l HJ
) 33
3

d) [5,9]

e) (9, 3)

09. (FMU-SP) Do triangulo ABC sdo dados:
I. A(3, 4) é um vértice;

Il. B (-3, 2) é o segundo vértice;

. G (1, 1) é o baricentro.

Entdo, C, o terceiro vértice do tridngulo ABC, é:
a) (2, -1

b) (3/2, 0)

d) (3, -3)

e) (-1, -2)

e) (5, 0)

“0s grandes momentos da vida vém por si mesmo.
Nao tem sentido espera-los.”

Fonte: Thornton Wilder, escritor americano.
Area de um triangulo

Suponha que temos trés pontos (nao alinhados),
sendo eles vértices de um triangulo:

" A Xy Y,
" B (X, v,
g |- ek C . y)
S
A
y, -5
ol x Ké xlc :X

A area da superficie (S) desse triangulo serd dada
por:

Xa Yo 1
§= _l Xg Ve 1 |
X Ye 1

,l Exercicios

De forma mais simplificada:

2
A

Conserva o sinal

As barras antes e depois dos
determinantes indicam médulo.

09. Calcule a area do triangulo abaixo:

ylk

10. Os pontos A (2, 4); B (-6, 2) e C (0, -2) sao
vértices de um triangulo ABC. Calcule a area desse
triangulo.

Condicao de alinhamento de trés pontos

Sejam A, B e C os vértices de um tridngulo, analise

: as figuras abaixo:

€
C
S#0
S=0
A B A B
C
S#0
/\ 5-0
A B A C B
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Podemos concluir, entdo, que a condicao de alinha-

mento entre trés pontos seré dada por:
Inverte o sinal

[

Conserva o sinal

r Exercicios

11. Os pontos A (3, 2); B (1, 4) e C (2, a) estio ali-
nhados, nessas condicdes determine o valor de a:

=0

12. Sejam os pontos A (0, y); B (1, 3) e C (3, 7),
determine o valor de y para que os pontos estejam
alinhados:

0: Testes

10. Seja o tridngulo ABC, cujos vértices sao A (0, 0),
B (4,0)eC(0,5). A éarea desse triangulo é igual a:
a)8 u.a.

b) 9 u.a.

c) 10 u.a.

d) 12 ua.

e) 15 u.a.

11. Calcule a érea do tridangulo ABC, cujos vértices
sao A (2,3), B (~1,5)e C (4, 1)

a)4u.a.

b) 6 u.a.

c)8u.a.

d) 10 u.a.

e) 12 ua.

12. Os pontos A (4, 6) e B (9, 7) formam com a
origem um triangulo. Calcule sua area:

a)13

b) 14

SRVE]

d) V14

e) 5

« Ensino Médio -

13. (Fatec-SP/Adaptada)
Calcule a é&rea do trian- g

gulo ABC, indicados na § ——
figura:

a) 10

b) 12

c) 14

d) 15

e) 20

14. (FGV-SP) Os pontos (1, 3): (2, 7) e (4, k) do pla-
no cartesiano estdo alinhados se, e somente se:

a)k=11
b)k=12
k=13
d) k=14
e)k=15

15. (UFMG) O valor de m, para que os pontos
A@2m+1,2);B(-6,-5)e C (0, 1) sejam colineares, é:
a) -1

b) -1/2

0

d) 1/2

e)1

16. (PUC-SP) A (3, 5); B (1, =1) e C (x, —16) perten-
cem a mesma reta se x for igual a:

a) -5

b) -1

c) -3

d) -4

e) -2

17. (UTFPR) Os pontos (x, 1); (2, X) e (3, 1) estarao
sobre a mesma reta se x for:

a) diferente de zero;

b) positivo;

¢) negativo;

d) inteiro qualquer;

e) 1ou 3.

Leitura Complementar

Fermat promove o maior desafio

da Matematica

Jurista e magistrado por profissdo, Pierre
de Fermat (1601-1665) dedicava & Matema-
tica apenas nas suas horas de lazer e, mesmo

Matematica - 9-E _



assim, foi considerado por Pascal o maior mate-
matico de seu tempo.

Coube a Fermat a entronizacdo de eixos
perpendiculares, a descoberta das equacdes
da reta e da circunferéncia, e as equacoes mais
simples de elipses, paradbolas e hipérboles. Por
mérito, as coordenadas cartesianas deviam de-
nominar-se coordenadas fermatianas.

Cartesius é a forma latinizada de Descartes
(René). Foi mais filésofo que matematico e em
sua obra Discours de la Méthode (3.° apéndi-
ce, La Géométrie), publicada em 1637, se limi-
tou a apresentar as ideias fundamentais sobre a
resolucao de problemas geométricos com utiliza-
cao da Algebra. Porém, ¢ curioso observar que o
sistema hoje denominado cartesiano nao tem
amparo histérico, pois sua obra nada contém
sobre eixos perpendiculares, coordenadas de um
ponto e nem mesmo a equagao de uma reta.

yA

1P =(xy)

=¥

0

Coordenadas cartesianas
ou fermatianas?

No entanto, Descartes “mantém um lugar
seguro na sucessao canonica dos altos sacer-
dotes do pensamento, em virtude da témpera
racional de sua mente e sua sucessao na uni-
dade do conhecimento. Ele fez soar o gongo e
a civilizacdo ocidental tem vibrado desde entéo
com o espirito cartesiano de ceticismo e de in-
dagagao que ele tornou de aceitacao comum
entre pessoas educadas” (George Simmons).
Segundo ainda este proeminente autor, La
Géométrie "foi pouco lida entdao e menos lida
hoje, e bem merecidamente”.

E ndo h& como resistir a tentacdo de ex-
por um tépico lendario da Matemaética: o Ul-
timo Teorema de Fermat. Em 1637, estu-
dando um exemplar da Aritmética de Diofanto
(séc. ll d.C.), Fermat deparou-se com o teorema:

A equacao x" + y" = z" nao admite solucao
para X, y, z inteiros e positivos, quando o ex-
poente n for inteiro, positivo e maior que 2.

No livro de Diofanto, Fermat anotou: “en-
contrei uma demonstracao verdadeiramente
admiravel para este teorema, mas a margem é
muito pequena para desenvolvé-la”.

Naturalmente, ha quem duvide que ele te-
nha dito a verdade. Porém, além de integro,
moralmente idéneo, habil na teoria dos ntime-
ros, lembramos que Fermat jamais cometeu um
engano ou disparate matematico.

Geracoes inteiras de matematicos tém mal-
dito a falta de espaco daquela margem. Por
mais de trés séculos, praticamente todos os
grandes expoentes da Matemdtica (entre eles
Euler e Gauss) debrucaram-se sobre o assunto.
Com o advento dos computadores foram testa-
dos milhoes de algarismos com diferentes valo-
res parax, y, ze n e a igualdade x" + y" = z" ndo
se verificou. Assim empiricamente se comprova
que Fermat tenha razdo. Mas e a demonstra-
¢do? Que tal um projeto para as suas préximas
férias e alcancar a imortalidade?! Além disso,
um renomado empresario e matematico ale-
mao — Paul Wolfskehl — na noite que decidira
suicidar-se em sua biblioteca, depara com o Ul-
timo Teorema de Fermat, e muda de ideia.
Em seu testamento, deixou em 1906 a quantia
de 100 000 marcos para quem o demonstrasse.

Em 1993, Andrew Wiles, matematico da
Universidade de Princeton (EUA), ap6s 30 anos
de fascinio, interrupgdes e paciente cbstinacao,
apresentou a sua demonstracdo em 140 pagi-
nas. A noticia ocupou espaco nos noticiarios do
mundo inteiro. Bom demais para ser verdadei-
ro: matematicos encontram um erro. Mais uma
vitima do Enigma de Fermat? Em 1996, Wiles
reapresenta a demonstragao e sobre a qual nao
ha qualquer contestacao.

Cumpre esclarecer que Wiles utilizou con-
ceitos avancadissimos, com os quais Fermat
nem poderia ter sonhado. Assim chega ao fim
uma histdria épica na busca do Santo Graal da
Matematica.

Propiciando notaveis avancos em varios
ramos da matematica, a saga de 359 anos de
tentativas, erros e acertos esta admiravelmente
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descrita no livio O Ultimo Teorema de Fermat,
do autor inglés Simon Singh, com 300 péginas.

E 0 que pensa a comunidade dos mateméti-
cos a respeito de Fermat? A maioria admite que
ele escreveu com convic¢do que “a margem do
livro era muito pequena”, porém sua demons-
tracao possuia erros.

Jocoso é o nova-iorquino anénimo que gra-
fitou numa estacao de metré:

X" + y:: = 7"

Descobri uma demonstracdo admiravel para
este teorema... parém, o trem est4 chegando!
Que pena!

Disponivel em: <www.geometriaanalitica.com.br>
Acesso em: 14 jul, 2010.

Estudo da reta

Equacdo geral da reta

A toda reta r do plano cartesiano de coordenadas
cartesianas, esta associada pelo menos uma equacao
da forma Ax + By + C=0, onde A, Be C « R, sendo
A+ 0ouB+0e o par ordenado (, y) representa um
ponto genérico da reta r.

Observando o teorema acima, decorre que a todo
ponto pertencente a reta r deve verificar a equacao:

Ax+By+C=0

Denominada equagdo geral da reta.

Equagdo da reta que passa por dois pontos

Dados dois pontos A (X, ¥, B (X, ¥,) € um ponto
P (x, y) qualquer, temos:

wr

y ) -
P (ponto genérico)

o X.A ka X =x
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Observamos que os pontos A, B e P estio alinha-
dos, portanto, pela condicdo de alinhamento entre trés
pontos, temos:

Inverte o sinal
x y 1
Xs Ya 1|=0

Xs ¥p 1

‘ Exercicios

13. Encontre a forma geral da reta que passa pelos
pontos A (2, 3)e B (3, 2);

A
ou =0

Conserva o sinal

14. Observe o gréfico abaixo e determine a forma
geral da equacao da reta:

Equacdo reduzida da reta

A equacdo reduzida da reta pode ser obtida iso-
lando-se y na equagéo geral da reta. Sua forma é:

y=mx+n

Esta equacao deixa bem evidente os valores do coe-
ficiente angular (declividade) m e do coeficiente linear
n, além de ser usada na linguagem de funcao:

y = f(x) = mx + n.

y = mx + n
coeficiente coeficiente
angular linear



Observe o gréfico:
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O coeficiente linear é a ordenada n do ponto de
interseccao da reta com o eixo das ordenadas (y).

O coeficiente angular m é igual a tangente da in-
clinagao da reta.

mE o

A inclinagao 6 é o angulo medido a partir do semiei-
X0 positivo Ox, no sentido anti-horario, até a reta r.

A tabela abaixo mostra os valores para a tangente
de alguns arcos:

VR e S T

tg 0 0 NEl 1 NE]

3
[ 90° | 120° | 135° [ 150° | 180° |
PR E e % 0

r Exercicios

15. Seja a reta r de equacao 2x +y -5 =0, determi-
ne os valores dos coeficientes angular (declividade)
e linear dessa reta:

Matemitica 0

16. Considerando os pontos A (2, 3) e B (6, —1),
determine:
a) A equacao geral da reta que passa por A e B,

b) Os coeficientes angular e linear desta reta.

17. Sendo a reta que passa pelos pontos A (2, 4) e
B (3, 5), obtenha:
a) A equacao geral desta reta.

b) O coeficiente angular (declividade) da reta r.

¢) O coeficiente linear da reta r.

d) A inclinacao (0) da retar.

e) Os pontos onde intercepta os eixos cartesianos.

f) A representacédo gréfica da reta r, indicando as

coordenadas dos pontos de interseccdo de r com
0s eixos das ordenadas e das abscissas.
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18. Observando o grafico abaixo, determine a
equacao geral da reta s:

y

45°

o
=<V

0- Testes

18. Determine a equacdo da reta que passa pelos
pontos A (1, 0) e B (=2, 1):

a)x+3y=0

b)x-3y+1=0

) —Xx+3y+2=0

d)x-3y=0

e)x+3y-1=0

19. Os pontos (2, 1) e (4, —3) pertencem a reta r.
Nestas condices determine a equacao dessa reta:
a)y = 2x

b)y=2x-5

Qy=2x+5

d)y=-2x+5

e)y=-2x-3

20. (UCS-RS) A figura contém a representacdo gra-
fica da reta:

a)2x—3y+6=0
b)2x+3y-6=0
)3x-2y+6=0
d)2x-3y-2=0
e)2x+3y+2=0

3

21. (Fasp) A equacao da reta suporte do segmento
AB, dados A (7, 11)e B (15, -1), &:
a)2y-3x-24=0

b)3y-2x+17=0

)3y-2x+7=0
d) 2y +3x-43=0
e) n.d.a.
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22. (PUC-RS) A reta que "passa” pelos pontos (4, —1)
e (2, 3) tem o mesmo coeficiente angular que a reta

de equacao:
a)x+2y=7
b)x-2y=7
Q) 2x+y-17=0
d)2x-y+7=0

e)2x-2y+7=0

23. (UFES) O valor de k para que a equacao

kx —y - 3k + 6 = O represente a reta que passa pelo
ponto (5, 0) é:

a)3

b) -9

9

d) -3

e) -6

24. (FMU-SP) A reta da equagao'ZX +3y~5=0
intercepta o eixo y no ponto:
a) (0, 5)

5
=, 0
. (3 J
5
0,=
@ [ 3]
5
0,-2
Jo
e) (0, 5)
2
25. Encontre os coeficientes angular e linear da reta

que passa pelos pontos A (1, —4) e B (5, 0).
aam=1,n=4

b)m=-1;n=-5
m=-1;n=5
dim=1,n=-5

efm=1;n=5

26. Encontre os coeficientes angular e linear da reta
que passa pelos pontos A (2, 5) e B (3, 6).
alm=1,n=-3

b)m=1;,n=3
om=-1;n=-3
dm=-1;n=3

eim=3;n=2

"0 encanto da vida depende unicamente
das boas amizades que cultivamos.”

Fonte: Malba Tahan.



Equacdo da reta que passa por um
ponto, conhecido o coeficiente
angular (equacdo do feixe de retas)

Considerando-se um ponto P (x, y ) e todas as re-
tas que passam por ele, facilmente poderemos concluir
que sao infinitas as retas que passam por P. Porém,
passando por P e com um angulo 6 em relacao ao eixo
X, sO existe uma Unica reta. Observe:

As retas que passam pelo ponto P sdo denomina-
das feixe de retas, e o ponto P é conhecido por cen-
tro (ou vértice) do feixe.

Agora, tomamos uma reta qualquer do feixe (exce-
to uma que seja perpendicular ao eixo x):

YA

X

, . A .
Como vimos anteriormente, mzA_y, aplicando
X

esta relacao na reta s, temos:

y—y =mx-x)

Esta equacao, conhecida como equacao do feixe

de retas, permite-nos encontrar rapidamente a equa-
cao de uma reta, dado um ponto e o coeficiente an-
gular da reta.

Exercicios

19. Qual a equacdo da reta que passa pelo ponto
P (1, 2) e possui coeficiente angular m = 37

20. Determine a equacao da reta que passa por
P (3, 4) e forma com o eixo x um angulo de 135°:

21. Encontre a equacao da reta de inclinacao 60° e
coeficiente linear igual a 2:

Posicoes relativas entre duas retas
Dadas as retas:
reAx+By+C =0
ryAXx+By+C =0

Podemos ter trés posicdes para essas duas retas:
1.%) Concorrentes

2.%) Paralelas

3.7) Coincidentes
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Exercicio

22. Determine a posicao relativa de cada par de re-
tas indicadas abaixo:
a)x-y+1=0e2x-y+1=0

b)6x-3y+9=0e2x-y+3=0

O2X+y-5=0e8x+4y-1=0

Interseccdo entre duas retas

Dadas as retas concorrentes:
riAXx+By+C =0
riAXx+By+C=0

YA

O ponto P, ponto de interseccao entre as retas )]
r,. € obtido resolvendo o sistema de equagoes formado
por essas duas retas.

Exercicio

23. Determinar o ponto de interseccéo entre os pa-
res de retas a sequir: espacos
a)2x-7y+5=0e3x+7y-10=0

- Ensino Médio -

b)x-y+3=0e2x-y+5=0

0- Testes

27. Determine a equacdo da reta que passa pelo
ponto P (2, 1) e possui coeficiente angular igual a 2.

a)2x-y-3=0
b)2x+y-3=0
) 2x-y+3=0
d)2x+y+3=0
e)n.d.a.

28. (Osec-SP) A equacdo da reta que passa pelo

ponto A (-3, 4) e cujo coeficiente angular é 1 é:
2

a)x+2y+11=0

b)x-y+11=0

)2x-y+10=0

d)x-2y+11=0

e) n.d.a.

29. Qual é a equacdo da reta que passa por (-2, 1)
e tem inclinacdo de 45°?

a)x-y+3=0
b)x+y-3=0
Ox-y+1=0
d)x-y-1=0

e)x+y+1=0

30. Sabendo quer: x -y =1er;:x+y=3sio
duas retas concorrentes, determine seu ponto de
interseccao:

a)P,1)

b)P (1, 2)

A P(1,3)

d)P(1,1/2)

e) n.d.a.

31. Obtenha o ponto de interseccdo das retas su-
portes dos segmentos AB e CD, dados A (3, 10):
B(-2,5);,C(-2,13)eD (7, 4)

a) (9, 2)

b) (-9, -2)

(2,9

d) (-2, -9)

e) (2, -9)
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32. Determine o ponto de interseccao entre as retas

concorrentes r:y—2x+5=0er,:y+3x+20=0:
a)P (0, 5)

b) P (-5, -5)

¢) P (-5, 5)

d)P(5,0)

e) P (5, 5)

33. Determine a equacao da reta que passa pela

interseccdo das retas r:y =x+3er:y=-x+9e

forma um angulo de 120° com o eixo x.
a)y—-x+ 3 -6=0

b)y- V3x+343 +6=0
Ay+3x-33-6=0

d)y+ V3x+343 -6=0
e)y-x+3J3 -6=0

34. Asretasr,: 3x+4y+6=0er,: 5x—4y + 2 =0sao:
a) paralelas;

b) coincidentes;

¢) concorrentes;

d) reversas;

e) adjuntas.

35. Asretasr:Sx+6y+7=0er,: 10x+ 12y +14=0 :

sdo:

a) reversas;

b) cofatoras;

c) paralelas;

d) coincidentes;
e) concorrentes.

36.Asretasr: 3x+ 5y + 10=0es: 3x + 5y -6=0sa0:
a) reversas;

b) adjuntas,

c) paralelas;

d) concorrentes;

e) coincidentes.

Retas paralelas

As retas r, e r, representadas na figura abaixo sdo -

paralelas.

A
y r r

/4 0

/ /

><"'

Matemitica 9.

Denominando-se por m, e m, os coeficientes angu-
lares de r, e r,, respectivamente, concluimos que:

r,#r,—0, =0,—190, =190,
Logo: m, =m,

Ou seja, quando duas retas séo paralelas elas pos-
suem seus coeficientes angulares iguais.

ﬂ Importante saber

Dadaaretar: Ax+By+C=0
O feixe de retas paralelas a reta r dada é:
Ax + By +K=0,comK e R.

s Exercicios

24.DadoopontoP(-1,3)earetar:x-2y+8=0,
encontrar a equacao da reta paralela a r, passando
por P.

25. Determine a equacdo da reta r, paralela areta s
de equacao 3x —y + 2 = 0 e que passa pelo ponto
A2, -1).

Retas perpendiculares

As retas r, e r, representadas na figura abaixo séo
perpendiculares.

YA

\ n

i LI
7N

Denominando-se por m, e m, os coeficientes angu-
lares de r, e r,, respectivamente:
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Ser, € perpendicular a r,, entdo:
0,=90°+0,
tg 0, =1tg(90° +0,)
190, = cotgo,
1

tg0, = -
9% =-1.

Logo: m, = - L

mZ
Ou seja, quando duas retas sao perpendiculares
elas possuem coeficientes angulares inversos e de
sinais contrarios.

0 Importante saber

Dadaaretar. Ax+By+C=0
O feixe de retas perpendiculares a reta r dada é:
Bx—-Ay+K=0, comK e R.

- Exercicios

26. Encontre a equacdo da reta, perpendicular a
reta de equagdo 3x + 2y - 1=0e que passa pelo
ponto (2, 0).

27. Determine a equacao da reta m, perpendicular

aretan de equagio 2x + 3y -7 =0, e que passa
pelo ponto P (-2, -1).

Distincia do ponto i reta

Vamos supor qgue, em um determinado problema,

nos seja fornecido um ponto P (x,, y,) e uma reta qual-

quer Ax + By + C = 0. A distancia entre esse ponto a
reta dada pode ser observada no gréfico a seguir:

- Ensino Médio -
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Yo

Py /'

: S
xo/ X

Demonstra-se que a distancia d ¢ dada por:

AXy + By, +C

JA? +B?

d:

” Importante saber

* O médulo [ | indica que a distancia ndo pode ser
negativa.

* Se a distancia for igual a zero, implica que o pon-
to P (x,, y,) pertence  reta.

*Sejam asretasr;; Ax+By+C, =0e

REAX+BYy + C, =0, duas retas paralelas, a distan-
cia entre elas sera dada por;

CI —Cz

r Exercicios

28. Calcule a distancia do ponto P (1, 2) & reta r de
equacao 3x + 4y + 4 = 0;

29. Calcule a distancia entre as retas paralelas r e s,
sendor: 3x+4y+4=0es 3x+4y-1=0:
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0 Testes

37. (UFRGS) Dada aretar: 2x—y + 1 =0, a equacao
da reta paralela a r pelo ponto P (1,1) sera:
a)2x-y=0

b)2x-y+2=0

A2x+y+1=0

d)2x+y-1=0

e)2x-y-1=0

38. (PUC-PR) A reta s ¢ perpendicular a reta de
equacdo x — 3y — 3 = 0 e passa pelo ponto de coor-
denadas (0, 2). A equacao de s é:
a)3x-y-3=0
b)3x+y-2=0

¥
Qys= 312

d)y=3x+2
e)n.d.a.

39, (PUC-PR) As retas de equacgoes 3x -4y + 1 =0
edx+3y-5=0sao:

a) perpendiculares;

b) paralelas;

¢) concorrentes;

d) coincidentes;

e)n.d.a.

40. Sabe-se que as retas 2x — 3y + 3=0eax+y+3=0
sao paralelas. O valor de a é:

a) 2/3

b) 3/2

c) -2/3

d) -3/2

e)n.d.a.

41. (PUC-SP) As retas 2x + 3y = 1 e 6x — ky = 1 sdo
perpendiculares. Entao k vale:

a) 1

b) 2

c3

d) 4

e)b

42. (UFES) A equacao da reta que passa pelo ponto
P (2, -3) e é paralela a reta que passa pelos pontos
A4, 1)eB (-2, 2)é&

a)x—-6y+16=0

b)x+6y-16=0

Qx-6y-16=0

d)2x+6y+16=0

e)x+6y+16=0

Matematica - 9-E

43, (FESP) A reta r passa pelo ponto P (1, 2) e é
perpendicular a reta s: 2x + 3y — 6 = 0. O ponto de
interseccao de r com o eixo Oy é:

1
0 =
a)(. 3J
1
0,=
0 (0.3)
1
0,-=
"( zJ
(03]
1
Ll 1
e)( 3 ]
44, Areta paralelaar: y = 4x + 10 e que passa pelo
ponto A (1 -3) é&:
a)y+4x-10=0
b)y-4x-7=0
AQy+4x-7=0

dy-4x+7=0
e)y-4x-10=0

o
N

45, (PUC-PR) A distancia P (1, —1) a reta de equacao
y-3x+8=0¢&

a)B—S@
c)@
d)6_\51@

e) f10

46. (CESCEA-SP) A distancia entre as retas paralelas
3y=4dx-2e3y=4x+8¢

a) V10

b) \5

Q2

d) 2

e)n.d. a.

47. (PUC-SP) Qual a distancia da origem a reta de
equacao 3x — 4y = 107

a) 2

b) V3

2
9 J10

d)1
e)2
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48. (UNIMAR-SP) Dadas as equactes das retas r:
3X+y =3 =0es x+3y—6=0, podemos afirmar que:
l. r e s sdo paralelas;

II. a reta (r) passa pelos pontos (1, 0) e (2, —3):

Il. r e s sdo perpendiculares;

IV. a reta (s) passa pelos pontos (2, 0) e (3, 3).

Assinale a alternativa correta:

a) os itens () e (Il) estao corretos;

b) os itens (II) e (Ill) estdo incorretos;
c) os itens (Il) e (IV) estao corretos;
d) os itens (Ill) e (IV) estdo corretos;
e) os itens (1) e (IV) estdo incorretos.

"0 tnico homem que nunca comete erros é
aquele que nunca faz coisa alguma. Nao tenha
medo de errar, pois vocé aprendera a ndo cometer

duas vezes o mesmo erro. "
Fonte: Roosevelt

Circunferéncia

E o lugar geométrico dos pontos de um plano que -

sdo equidistantes de um ponto fixa no mesmo plano.
O ponto fixo € denomina-se centro da circunferéncia e
a distdncia comum R, o raio.

Consideremos P (x, y) um ponto qualquer do plano
que pertenca a circunferéncia de centro C (a, b) e raio R:

o

No gréfico acima, temos:

* P pertence a circunferéncia;

* A distdncia (d) de P até C ¢ igual ao raio da cir-
cunferéncia. (d = R)

Considerando que a distancia entre dois pontos é
dada por:

d= \/(XE = XA)Z + (yE v y,q)z
Como d = R, temos:
(x—a)y +(y-h) =R

+ Ensino Médio -

Denominada equacio reduzida

da circunferéncia

Se desenvolvermos os produtos notaveis:
(x —a) +(y - b)? = R?

X' —2ax+a’+y' - 2by + b?=R?

X +y ~2ax-2by+a’+b?-R* =0

Substituindo o termo independente:

Obtemos:

X +y —2ax-2by+c=0

Denominada equagéo geral da circunferéncia

* Se o centro C coincidir com a origem do sistema
cartesiano, a equacao seré dada por:

* A circunferéncia tangente ao eixo x terd R = |b|.

* A dircunferéncia tangente ao eixo y terd R = lal.

Obtencao do centro da
circunferéncia: C (a, b)

! coeficiente de x

Coe py = Coeficiente de y
+2 =

Obtencao do raio: R

RP=a’ + b* -

- Exercicios

30. Encontre a equacéo da circunferéncia de centro
C (2, -1)eraio5:
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31. Determinar a equacao da circunferéncia de cen-
tro na origem e raio unitério:

32. Determine a equacao da circunferéncia tangen-
te aos eixos no 2.° quadrante e raio igual a 2 cm:

33. Obtenha o centro e o raio da circunferéncia de
equacao (x — 3)*+ (y + 4)* = 25:

34. O centro e o raio da circunferéncia de equacao
X2+ y? — 8x — 4y - 5 = 0 sdo, respectivamente:

35. Determine o raio da circunferéncia de equacdo

X2 +y:—6x—10y+25=0.

0,: Testes

49, (Unifor-CE) O centro e o raio de uma circun- ;

feréncia de equacdo (x — 2)* + (y — 3)* = 4 sao,
respectivamente:

a)(4,9)e?2

b) (-2, -3)e 2

c)(2,3)ed

d)(-2,-3)e 4

e)(2,3)e2

50. (UFPA) O raio da circunferéncia x? + y* — 2x = 3 &:
a) V2

b) 3

)2

d) 3

e)d
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51. (PUC-RS) A distancia entre os centros das circun-
feréncias de equacdes x* + y? - 6x -8y + 21 =0¢e
X¥+y -49=0¢&

a)2

b) 3

)5

d)7

e)9

52. (PUC-PR) A circunferéncia x* + y* — 2x = 0:

a) tem centro no ponto (1, 0) e contém o ponto
(=1, =1);

b) tem centro no ponto (0, 1) e contém a origem;
c) tem centro no ponto (1, 0) e & tangente ao eixo
dosy;

d) é tangente ao eixo dos x;

e)n.d.a.

53. (Mackenzie-SP) A equacao da circunferéncia de
centro no ponto médio do segmento de extremos
A(=1,8)eB(7,-2)eraio5é:
a)(x-3P+(y-3?2=25

b) x-4P +{y-5¢=25

Q) x=3PF+(y-37=5

d)(x—42 +(y-5?2=5

e)(x+372+(y+32=25

54. (PUC-PR) Achar a equagdo da circunferéncia
que passa pelo ponto A (1, 1) com centro C (2, 1).
a) X +y+2x+y-13=0

b) (x=2¢+(y-1r=1

Qx=2P2+y+1y¥=0

d)(x-3P+{y-3¢=0

e) n.d.a.

55. (UEL-PR) A equacdo x* + y* — 2x = 0 representa
uma circunferéncia em um sistema de coordenadas
cartesianas. Entao, é correto afirmar:

a) O centro da circunferéncia pertence ao eixo X.
b) O ponto de coordenadas (férmula) pertence a
circunferéncia.

¢) O raio da circunferéncia é 2.

d) A circunferéncia é tangente aretax = 1.

e) A circunferéncia tem pontos com abscissas ne-
gativas.

56. (UECE) A equacao da reta que passa pelo centro
das circunferéncias x> + y* - 6x -4y + 12=0e
X 4+y2—10x+6y+13=0¢:
a)5x+2y-19=0
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b) 5x + 2y +19=0
€) 2x+5y-19=0
d)2x+5y+19=0
e)2x-5y+19=0

57. (Mackenzie-SP) O segmento de extremidade

P(2, 8)eQ (4, 0)é o didmetro de uma circunferén- :

cia cuja equacao é:
a)(x+ 130 +y? =289
b) (x + 5)? + (y — 2)2 = 85
x+12+(y—-32=34
d) (x =32 +(y-42 =43
e)(x=7P+(y-52=34

circunferéncia de equagdo 2x2 + 2y? — 6x — 2y-3=06¢
a)2

b) -2

o)1

d) 4

e)o

“Superar o facil ndo tem mérito, é obrigagéo;
vencer o dificil é glorificante; ultrapassar o outrora

impossivel é esplendoroso. ”
Fonte: Alexandre Fonteles.

Posicdo relativa entre reta e circunferéncia

Seja uma reta s e uma circunferéncia, podemos

determinar a posicao relativa entre elas estabelecendo

uma relacdo entre a distancia do centro a reta deo :

raio (R) da circunferéncia.
Sed <R, areta é secante a circunferéncia (intercep-
ta a circunferéncia em dois pontos).

A
\B

yA

X

a

Sed =R, areta é tangente a circunferéncia (inter-

cepta a circunferéncia em apenas um ponto).
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yA

X

Sed >R, areta é externa a circunferéncia (nao in-

tercepta a circunferéncia).
58. (PUC-PR) A soma das coordenadas do centro da

yA IS

.« Exercicio

36. Estudar as posicoes relativas das circunferéncias
e retas abaixo: espacos
a)x+y’-6x+1=0earetay=x~7

b)x2+y2+8x—6y=09areta4x+3y+27=0

Ox+y’ =4earetadx+4y+15=0
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59, (UEL-PR) A distancia do centro da circunferéncia
X¥+y-2%x+4y+1=0earetadx-3y=0e

a) 10

b) 8

¢)5

d) 2

e)l

60. Em relacao a circunferéncia de equacao
%2+ y?+ 4x — 8y — 20 = 0, a reta de equagdo
y=2x-1:

a) é externa;

b) é tangente;

c) é secante;

d) contém a origem;

e) contém o ponto P (1, 4).

61. (FGV-SP) A reta de equagdo 3x + 4y = 0 tangen-
cia a circunferéncia (x + 12 + (y = 2 =r*. Qraior
da circunferéncia vale:
1
a) -
2
b) 1
3
£) =
4
d) 2
7
e) -
8
62. (AMAN-RJ) A equacdo da reta tangente a cir-

cunferéncia de centro (-2, 1) no ponto (-3, 3) &
a) x-2y+9=0

b) x+2y-9=0
2x+y+1=0
d)2x+y-1=0
e)2x+y-9=0

63. (Mackenzie-SP) Em relacao a circunferéncia
(x—17+(y—2r¢=169, aretabx+ 12y - 198 =0¢&:
a) secante;

b) tangente;,

¢) externa;

d) coincidente com a reta que contém o diametro;
e) n.d.a.

64. (PUC-SP) A circunferéncia com centro na ori-
gem e tangente a reta 3x + 4y = 10 tem equacao:
a)x+y*=1

b) ¥ +y?=2

Matematica - 9-E

x2+y*=3
d) ¥ +y'=4
e)x’+y =5

65. Aretar y—-x+4 =0 e acircunferéncia
X4y =4

a) sao secantes,

b) sao tangentes;

c) a reta é externa a circunferéncia;

d) séo adjuntas;

e)n.d.a.

66. Aretar.y+x+ 12 =0 e adrcunferéncia
(x + 6) + (y + 6)* = 36:

a) sao secantes;

b) sdo tangentes;

c) a reta é exterior a circunferéncia;

d) sdo concéntricas;

e) n.d.a.
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e . . Exercicio 22: a) Concorrentes; b) Coincidentes;
. espostas © ¢ Paralelas.

Exercicio 01: Em sala.
¢ Exercicio 23: a) P (1, 1); b) P (=2, 1).

Exercicio 02: a) M (10, 3); b) M (-3, -3 .
Ic L L ) Exercicio 24: x -2y -7 =0

Exercicio 03: (4, 2
cicio 03: (4, 2) Exercicio 25:3x -y - 7=0

Exercicio 04: d =5 u.c, .
Exercicio 26: 2x -3y -4=0

Exercicio 05: d =22 uc,
W Exercicio 27:3x - 2y +4 =0

Exercicio 06: x =13; x=-3 L.
Exercicio 28: d =3 u.c.

Exercicio 07: x. =3 ey =2
8 Ys Exercicio 29: d = 1 u.c.

Exercicio 08: x ;=2 ey =-2

. Exercicio 30:
Exercicio 09: S = 14 u.a. XY - Ax+2y-20=00u(x=2F +(y + 1) =25
Exercicio 10: S =22 u.a. - Exercicio 31: x + y¥-1=0
Exercicio 11:a =3 . Exercicio 32:

DXy Ax—dy=00u(x+ 2P+ (y-27=4

Exercicio 12: y = 1 '

Exercicio 33: C (3, -4)eR=5
Exercicio 13:y + x-5=00u-x-y+5=0

Exercicio 34:R=5e C (4, 2)
Exercicio 14: 3y - 2x =0 ou 2x-3y =0

Exercicio 35: R =3
Exercicio 15: m=-2;n=5

Exercicio 36: a) Tangentes; b) Secantes; ¢) Reta exterior

Exercicio 16:a) y+x—5=00u—-y-x+5=0; ou externa a circunferéncia.
b)ym=-1,n=5. j
Exercicio 17:a)y-x-2=0oux-y+2=0;b)m=1: 0" Gabarito
n=2;d)45%e)A(0,2),8 (-2 0) 0D 02D 03)E OHA 05D 06)E
: 07)C 08) B 09) C 10) C 11) A 12) A
f S 13)B IHE  15C  16)D  17)E  18)E
199D 200A 21)D 22)C 23)D 24) C
? 25D 26)B  27)A 28D 29 A 30)A
31 C 32)E 33) 34) C 35)D 36) C

C

> C30E 38)B  39A 40)0A 41)D  42)E

2 L 43)D 44D 45)B  46)D 47)E  48)E

3 L 49)E 50)C 51)C 52)C 53)C  54)B

Exereicle 18:3= 42 S5A 56)A 57D 58D 59D 60)C
‘ 4

Exercicio 19: y=3x-1ouy-3x+1=0 694D 65C  66)A

ou-y+3x-1=0
Exercicio 20:y + x—-7=00u-y-x+7=0
ouy=-x+7

Exercicio 21:y= \3x +20u-y+ +/3x +2=0
ouy= V3x 42
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